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图 灵 社 区 的 电子 书 没有 采用 专 有 客 
户 端 ， 您 可 以 在 任意 设备 上 ， 用 自 
己 喜 欢 的 浏览 器 和 PDF 阅读 器 进行 
阅读 。 

但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 
用 ， 未 经 授权 ， 不 得 进行 传播 。 
我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 良知 
和 觉悟 ， 与 我 们 共同 保护 知识 产 
权 。 

如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 能 
对 该 用 户 实施 包括 但 不 限于 关闭 该 
帐号 等 维权 措施 ， 并 可 能 追究 法 律 
责任 。 
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内 容 提 要 


本 书 通过 八 讲 内 容 (连续 统 、 极 限 、 函 数 、 级 数 、 导 数 、 积 分 、 函 数 的 级 数 展 开 、 微 分 
方程 ) 概述 了 数学 分 析 的 基本 思想 、 基 本 概念 和 基本 方法 , 使 读者 可 以 在 短 时 间 内 对 数学 分 析 


的 全 貌 有 初步 了 解 ， 并 开始 学 会 掌握 数学 分 析 的 精髓 . 


本 书 原本 是 写 给 那些 想 提高 数学 分 析 水 平 的 工程 师 , 但 出 版 半 个 多 世纪 来 的 读者 反馈 表 
明 , 它 对 于 数学 专业 及 其 他 与 数学 相关 的 经 济 学 、 计 算 机 科学 等 领域 的 教师 和 学 生 也 具有 非 几 


意义 . 本 次 修订 改正 了 一 些 错 误 ， 新 增加 了 一 些 注解 . 
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中 文 版 再 版 序 


本 书 中 译本 于 1998 年 出 版 至 今 已 经 12 年 了 . 在 这 段 时 间 里 , 不 断 有 读者 告 i 
我 这 本 书 对 他 们 很 有 帮助 , 其 中 有 正在 教 数学 分 析 课 程 或 比较 简单 的 高 等 数学 课程 
的 教师 , 更 多 的 则 是 学 习 数学 分 析 课 程 的 大 学 生 (包括 非 数 学 专业 的 大 学 生 ). 总 的 
意见 与 原作 者 辛 钦 的 期 望 一 致 , 他 们 认为 本 书 以 短小 的 篇 幅 和 通俗 易 懂 的 笔法 为 他 
们 释疑 解 惑 , 读 后 获 益 匪 浅 . 所 以 , 我 首先 要 感谢 人 民 邮 电 出 版 社 愿意 重印 此 书 , 满 
足 读 者 的 要 求 . 在 再 版 此 书 之 际 , 我 也 有 一 点 想法 愿 与 读者 商讨 , 向 读者 求教 . 

书 中 一 再 提 到 如 数学 分 析 这 样 成 熟 了 的 数学 分 支 , 内 容 一 直 比 较 稳 定 , 这 对 于 
教学 两 方面 增加 了 不 少 便利 . 但 是 即便 如 此 , 新 的 教材 、 参 考 书 仍然 一 再 出 现 , 说 
明科 学 的 发 展 必 然 影 响 教学 工作 . 我 在 本 书 第 一 次 出 版 的 译 后 记 里 曾 提出 , 原 书 对 
于 紧 性 的 处 理 似 尚 有 改进 余地 . 现在 又 过 了 十 多 年 , 这 个 感觉 更 加 突出 . 所 以 借 这 
次 再 版 的 机 会 , 增加 了 好 几 个 脚注 , 目的 是 提请 读者 注意 这 个 问题 上 次 的 译 后 记 
里 说 到 , 在 数学 分 析 的 教学 中 , 可 以 不 求 一 律 地 添加 教师 愿意 告诉 学 生 的 内 容 . 现 
在 看 来 , 由 于 数学 的 应 用 领域 日 益 扩 大 , 应 用 的 深度 也 今 非 苦 比 , 这 门 课程 看 来 仍 
应 以 着 重 加 深 对 基础 概念 和 方法 的 理解 深度 以 及 运用 的 熟练 程度 为 好 . 译 后 记 里 还 
曾 提 到 几 本 经 典 著作 , 实际 上 , 近年 来 这 方面 的 佳作 不 少 . 即 以 人 民 邮 电 出 版 社 出 
的 书 为 例 , 我 深切 希望 读者 注意 小 平 邦 并 的 《 微 积 分 入 门 1》 和 陶 哲 轩 的 《 陶 哲 
轩 实 分 析 》 两 本 书 . 它们 昌 没 有 讲 到 数学 分 析 的 新 应 用 , 但 是 对 于 真正 以 数学 发 展 
为 基础 的 许多 新 学 科 、 高 科技 方面 的 从 业者 (更 具体 说 是 工科 数学 教师 和 大 学 生 )， 
加 强 基础 的 教学 会 大 有 好 处 , 更 不 说 数学 专业 的 师 生 了 . 但 是 , 它们 都 比较 深 , 本 书 
则 可 视 为 踏 脚 石 . 

这 次 再 版 , 由 程 少 兰 教授 对 原 书 和 原 译 稿 比较 仔细 地 重新 推导 了 一 这, 改正 了 
一 些 错误 , 同时 又 增加 了 一 些 脚 注 . 书 中 错误 应 该 少 一 些 , 但 难免 留存 , 仍 希 望 读者 
是 出 批评 和 改进 意见 . 
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齐 民 友 
2010 年 3 月 


原版 第 三 版 前 言 


第 三 版 相 比 第 一 版 变化 不 多 , 其 中 最 主要 的 是 我 从 基本 引 理 中 删 去 了 “归纳 法 
原理 ”, 因此 所 有 依赖 此 原理 进行 的 证 明 都 代 之 以 其 他 原理 . 我 期 望 大 多 数 读 者 能 
因此 而 更 易于 掌握 本 书 , 因为 依 我 看 来 , 这 个 原理 以 及 赖 以 进行 的 研究 , 在 逻辑 方 
面 对 读 者 提出 的 要 求 , 比 起 本 书 中 一 般 采 用 的 要 更 高 一 些 . 

其 他 变化 中 值得 一 提 的 , 只 有 泰勒 公式 的 新 解释 以 及 有 界 变 差 函数 这 一 节 . 


图 灵 社区 会 员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专 享 尊重 版 权 


原版 第 一 版 前 言 


高 等 数学 教程 在 相当 多 的 高 等 院 校 里 都 或 多 或 少 要 讲授 . 所 有 的 工科 院 校 以 及 
大 部 分 军事 院 校 、 农 业 院 校 和 经 济 院 校 的 学 生 们 都 了 解数 学 分 析 的 基础 , 更 不 用 说 
综合 大 学 以 及 师范 院 校 专门 系 科 的 学 生 了 . 所 有 这 些 在 各 类 学 校 讲授 的 教程 不 仅 
在 其 范围 上 , 而 且 在 其 赖 以 建立 的 原则 、 思 想 以 及 逻辑 的 基础 上 都 十 分 不 同 . 另 一 


方面 , 从 本 质 上 讲 , 只 有 综合 大 学 的 教程 才 达 到 了 较为 可 靠 的 科学 水 平 , 其 余 的 则 
不 得 不 进行 压缩 , 只 能 满足 或 局 限于 科学 观 远 远 落 后 于 现代 科学 的 思想 -逻辑 基础 ， 


而 有 时 由 于 大 纲 的 限制 , 只 能 满足 于 有 限 的 教学 要 求 . 


然而 我 们 却 时 常 遇 到 这 样 的 情况 : 工程 师 、 教 师 、 经 济 学 家 原来 是 依照 那 种 
简易 的 教程 来 学 习 高 等 数学 的 , 现在 开始 感觉 需要 拓宽 自己 的 数学 知识 , 且 先 要 有 
更 加 牢固 的 基础 . 这 种 需要 可 能 产生 于 该 专家 在 其 专业 领域 内 的 某 个 具体 的 研究 ， 
或 者 是 由 于 一 般 的 拓宽 科学 和 生活 视野 而 必然 提出 来 的 一 一 不管 怎样 , 这 个 要 求 
当然 应 当 得 到 满足 ， 乍 看 起 来 , 做 到 这 一 点 很 简单 : 拿 一 本 完整 的 数学 分 析 教 程 ， 


如 Hemprasmf 的 ?或 者 @mxrerorp 的 ”然后 凭借 自己 已 有 的 不 太 牢 固 、 不 太 深 
刻 的 知识 来 系统 地 钻研 它 . 但 是 经 验 表 明 , 这 个 看 似 自然 的 途径 几乎 从 来 就 不 能 


到 目的 , 除 少数 例外 , 都 会 让 学 习 者 失望 , 时 党 束 放 弃 了 按 此 既定 方向 继续 尝试 . 问 
题 在 于 ,一 方面 , 我 们 的 学 生 为 自己 提出 的 目标 一 般 只 安排 了 十 分 有 限 的 时 间 ， 
此 研究 多 卷 的 大 教程 是 不 可 能 的 . 另 一 方面 , 可 能 是 最 重要 的 , 他 还 没有 坚实 的 科 


学 基础 且 不 是 专业 的 数学 家 , 没有 人 指导 , 不 可 能 自己 从 研究 中 区 分 


迷失 方向 . 就 像 俗话 所 说 的 , 只 见 树木 , 不 见 森 林 . 


哪些 是 原则 


性 的 内 容 , 因而 可 能 会 以 全 部 精力 注意 于 没有 实质 意义 的 微不足道 的 小 事 上 , 最 终 


然而 要 完全 满足 这 类 学 生 的 要 求 和 需要 , 其 实 所 需 非常 有 限 . 几 年 前 , 我 有 机 
会 在 国立 莫斯科 大 学 讲授 了 一 门 专门 为 此 目的 而 设 的 课程 , 总 共 12 讲 , 每 讲 两 小 
时 , 学 生 则 是 想 要 提高 自己 数学 水 平 的 工程 师 们 . 应 当 承 认 , 起 初 我 对 此 项 任务 几 


平台 无 信心 , 然而 后 来 我 不 得 不 承认 , 我 的 课程 满足 了 学 生 们 的 要 求 ， 


尽管 它 很 简 


略 . 取得 这 个 成 功 的 诀 宪 在 于 , 我 找到 了 解决 摆 在 我 面前 的 教学 难题 的 秘诀 : 从 一 
开始 就 拒绝 了 充分 详细 地 讲授 本 课程 哪怕 只 是 某 一 章 的 想法 , 而 只 限于 讲授 那些 
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@ QHxTerorpI KEypc mr 中 epeHIHEarPHOrO u uHurerpajJÚg8laHpdoro uc 
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出 版 社 , 2006. 一 一 译 者 注 ] 


UMUCAIEHUNI, T. 


i， 原版 第 一 版 前 言 


具有 原则 性 、 扼 要 、 突出、 具体 且 使 人 有 难忘 印象 的 发 展 . 我 讲 的 更 多 的 是 关于 目 
的 和 趋势 、 问 题 和 方法 、 基 本 的 分 析 概 念 之 间 的 以 及 它们 与 应 用 之 间 的 关系 , 而 不 
是 个 别 的 定理 及 其 证 明 . 我 宁愿 在 许多 情况 下 抛 开 不 具有 原则 意义 的 证 明细 (有 
时 是 一 连 串 定理 及 其 证 明 ), 而 让 我 的 学 生 去 看 教科 书 . 但 要 是 为 阐明 某 个 有 着 主 
导 作 用 和 原则 意义 的 概念 、 方 法 或 者 思想 , 我 则 不 音 时 间 , 力求 用 各 种 手段 ,通过 
各 种 各 样 的 表述 、 直 观 形象 等 , 尽 可 能 明白 而 有 效 地 把 这 些 基本 内 容 灌 输 给 我 的 学 
生 . 我 坚信 : 有 了 这 种 修养 , 他 们 每 一 个 人 在 需要 更 深入 地 研究 数学 分 析 的 某 一 章 
节 时 , 就 能 够 独立 地 找到 他 所 需 的 材料 , 然后 进行 研究 . 也 就 是 说 , 可 以 自立 地 区 
分 主要 和 次 要 、 本 质 和 非 本质 . 

通过 同 个 别 或 一 组 学 生 进行 的 许多 次 谈话 以 及 课 启 授课 , 我 确信 自己 所 选择 
的 道路 是 唯一 正确 的 道路 . 我 愿 借 此 机 会 指出 : 大 课堂 上 坐 满 了 学 习 本 课程 的 工程 
JH, 他 们 大 多 数 直到 课程 结束 都 没有 退 撮 , 这 充分 证 明了 工程 师 们 广泛 存在 着 要 求 
提高 自己 数学 知识 水 平 的 愿望 . 

这 本 书 与 我 刚刚 提 到 的 那 门 课程 都 是 为 了 同一 目的 ， 并 且 力 求 以 同样 的 方法 
来 实现 它 , 因而 一 开始 就 应 当 告知 读者 : 你 在 这 里 找 不 到 大 学 数学 分 析 教 程 的 完整 
表述 , 或 者 哪怕 是 本 课程 个 别 选 定 章节 的 完整 表述 . 我 给 自己 提出 的 任务 仅仅 是 给 
出 数学 分 析 的 一 般 的 、 尽 可 能 容易 了 解 和 记忆 的 基本 思想 、 基 本 概念 和 基本 方法 
的 概述 . 这 种 概述 对 任何 人 都 是 容易 阅读 和 掌握 的 , 即使 是 只 学 过 最 简单 的 数学 分 
析 课 程 的 人 . 而 且 一 旦 掌握 了 和 它 , 它 就 能 使 你 任意 并 独立 地 研究 本 课程 的 任何 一 部 
分 、 任 何 一 章 的 所 有 细节 

我 相信 , 国立 大 学 数学 系 的 许多 学 生 阅 读本 书 也 能 带 来 实质 性 的 收益 . 问题 在 
于 , 无 论 是 教科 书 还 是 讲座 , 自然 要 受到 大 纲 和 时 间 的 限制 , 只 可 能 充分 注意 原则 
问题 的 讨论 , 而 对 阐述 具体 问题 的 所 有 细节 必然 有 所 限制 . 然而 , 谁 都 知道 , 有 时 
撤 开 树木 来 观察 森林 是 多 么 有 好 处 . 我 希望 本 书 能 对 某 些 未 来 的 数学 家 , 首先 是 着 
手 研究 数学 分 析 的 人 有 所 帮助 . 
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11 为 什么 数学 分 析 必 须 从 研究 连续 统 开 始 ? 


我 们 可 以 定义 最 重要 


“如 果 对 于 变量 z 的 每 一 个 值 , 变量 y 都 有 唯一 确定 的 值 与 之 对 应 , 那么 变量 


y 称 为 变量 z 的 函数 .” 这 名 话 可 以 用 来 开局 高 等 数学 领域 的 大 门 : 借助 于 这 人 句 话 


大 厦 . 这 个 大 厦 就 是 科学 , 它 就 是 以 此 概念 为 基础 建造 起 来 的 , 而 歧义 会 使 得 这 座 


葛 定 了 借助 数学 
我 们 必须 毫 不 合 盾 1 
都 不 应 有 引起 一 点 


的 、 最 首要 的 数学 分 析 概 念 一 一 函数 关系 . 在 此 概念 中 , 已 经 


[ 具 来 把 握 自然 现象 和 技术 过 程 的 完整 思想 的 萌芽 . 这 就 是 为 什么 


了 王 
F 


求 这 个 定义 有 完全 的 、 无 可 指责 的 明确 性 , 其 中 的 每 一 个 字 


不 疑 的 阴影 . 在 此 , 极 小 的 一 点 歧义 都 可 能 危及 所 构筑 的 庄严 的 


大 厦 不 完善 , 需要 从 根本 上 重建 . 
在 对 开始 时 的 那个 简单 表述 做 进一步 研究 时 , 我 们 发 现在 许多 地 方 含义 
不 明 并 且 容 许 不 同 的 解释 . 我 们 在 这 里 只 注意 这 种 不 清楚 的 地 方 , 因为 恰恰 
楚 , 才 把 我 们 紧 紧 地 引 向 了 今天 的 讲义 内 容 . 
我 们 的 定义 包含 了 这 样 的 字眼 :“ 对 于 变量 x 的 每 一 个 值 ”. 为 了 不 留 下 任何 含 
糊 之 处 , 我 们 必须 无 条 件 地 向 大 家 解释 清楚 术语 “变量 的 值 ”的 意义 . 更 重要 的 是 ， 
定义 中 说 到 的 是 “每 一 个 值 ”. 由 此 得 知 : 要 想 充 分 了 解 这 个 定义 , 只 掌握 变量 z I 


同时 ， 


把 这 一 点 最 后 弄 清 


um 
za 
页 


某 些 个 别 值 的 概念 是 不 够 的 . 最 要 紧 的 是 , 应 当 完全 精密 地 理解 这 些 值 的 整个 集合 ， 


整个 的 “储备 ”, 对 于 这 些 值 中 的 任何 一 个 都 应 当 有 一 个 确定 的 变量 y 的 值 与 之 对 


应 . 我 们 应 当 了 解 如 


合 就 是 某 些 数 的 
数 ? 我 们 从 一 开 


E 数 学 分 析 中 , 称 为 已 知 函 数 的 “定义 域 ” 的 是 什么 东西 
十 么 是 变量 的 个 别 值 ? 我 们 知道 , 这 就 是 数 ， 如 果 是 这 样 , 则 所 有 这 些 值 的 集 

合 一 某 个 所 谓 的 数 集 . 这 个 集合 是 什么 样 的 ? 它 包含 什么 样 的 
6 就 排除 了 虚数 , 而 假设 所 有 的 变量 > 和 变量 y 的 值 都 是 实数 . 屠 


么 所 有 的 实数 都 可 以 作为 变量 x 的 值 吗 ? 如 果 不 是 , 那么 什么 样 的 值 可 以 , 什么 样 
的 值 不 可 以 呢 ? 
关于 所 有 这 一 切 , 我 们 的 定义 里 没有 说 , 但 这 是 可 以 理解 的 , 因为 不 可 能 对 所 


有 冰 数 使 


同一 方式 


H 


答 这 个 问题 (实质 上 , 甚至 对 同一 个 函数 在 不 同 的 问题 中 也 


不 行 ). 函数 的 定义 域 既 取决 于 该 函数 的 性 质 , 也 取决 于 那些 特定 的 问题 , 正 是 为 了 


解决 这 些 问题 , 我 们 才 在 当前 的 研究 中 需要 这 个 函数 . 因为 很 容易 明白 , 同一 个 消 


数 在 不 同 的 问题 9 


FP 是 对 不 同 的 自 变量 值 进行 研究 的 . 对 所 有 这 一 切 , 我 们 知道 许多 
例子 . 例如 函数 y = z! 只 对 正 整数 x 研究 才 有 意义 (至 少 在 初等 数学 范围 内 ); pá 
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数 y=1lgz 只 对 z>0 有 意义 , 等 等 . 可 以 容易 地 想 出 这 类 例子 , 其 中 函数 的 自然 
定义 域 会 是 结构 十 分 复杂 的 数 集 . 


但 如 果 我 们 自问 : 在 数学 分 析 本 身 及 其 应 用 中 , 最 常见 的 变量 z 的 值 的 集合 是 


什么 样 的 ? 则 应 该 说 : 绝 大 多 数 情 况 下 , 函数 的 这 类 定义 域 是 “区 间 ”( 困 的 或 开 的 )， 
即 介 于 两 个 已 知 数 之 间 的 所 有 实数 的 集合 (包含 或 者 除去 这 两 个 数 或 其 中 之 一 ). 有 
时 这 个 区 间 成 为 半 直 线 (例如 z > 0), 这 就 表明 , 变量 z 的 值 的 集合 是 大 于 (或 者 


小 于 ) 某 个 数 的 所 有 实数 的 集合 (有 时 条 件 > 或 < 要 代 之 以 条 件 > 或 者 <). 最 


后 , 还 有 这 样 的 情形 , 即 区 间 变 成 整个 直线 , 即 变量 z 的 值 可 以 是 所 有 的 实数 . 这 


时 则 说 函数 的 定义 域 是 整个 实 轴 或 者 “ 数 直线 ”. 


无 论 如 何 , 对 于 数学 分 析 中 的 函数 而 言 , 函数 在 其 上 发 展 且 展现 其 个 别 特点 的 


域 、 场 地 一 一 函数 在 


其 中 才能 成 为 自然 科学 和 技术 的 强大 数学 武器 的 载体 一 一 都 


是 所 有 实数 的 集合 . 这 个 


个 集合 在 数学 中 称 为 连续 统 (确切 地 说 , 是 线性 连续 统 ). 完全 


像 培育 植物 之 前 必须 仔细 研究 土壤 一 样 , 在 高 等 数学 中 , 我 们 期 望 热心 人 应 当 依靠 
科学 , 在 以 函数 关系 概念 为 基础 建筑 这 个 科学 的 整个 大 厦 之 前 , 仔细 地 研究 这 个 概 


念 赖 以 生存 和 发 展 的 载体 . 这 就 是 为 什么 在 所 有 认真 而 科学 地 编 成 的 数学 分 析 教 程 
中 , 连续 统 都 是 第 一 个 研究 对 象 . 且 只 有 充分 掌握 其 本 质 以 及 性 质 之 后 , 我 们 才 可 
能 转 而 对 函数 关系 概念 进行 根本 的 研究 . 连续 统 的 结构 并 不 像 我 们 初 看 时 设想 的 那 
么 简单 . 展现 在 我 们 眼前 的 实数 世界 是 一 个 复杂 的 、 富 含 各 种 各 样 细节 的 结构 . 直 


到 现在 , 对 它 作 全 面 的 研究 仍 在 继续 . 


1.2 ”为 什么 没有 建立 完整 的 实数 理论 是 不 能 研究 连续 统 的 ? 


如 果 这 样 , 连续 统 是 人 
相信 实际 上 已 经 掌握 了 所 有 实数 ? 
在 初等 代数 里 , 我 们 掌握 了 全 部 有 理 数 的 集合 , 即 所 有 的 整数 和 分 数 , 既 有 正 
的 , 也 有 负 的 . 但 很 快 我 们 


| 么 样 的 ? 存在 什么 样 的 实数 ? 何 时 以 及 为 什么 我 们 才能 


就 开始 注意 到 , 这 些 数 对 我 们 来 说 是 不 够 用 的 . 这 是 什么 


意思 ? 为 什么 不 能 只 


4 局限 


有 理 数 呢 ? 我 们 不 能 这 样 做 , 是 因为 在 有 理 数 中 没有 如 


V2 这 个 数 , 即 找 不 到 平方 等 于 数 2 的 有 理 数 . 而 为 什么 必须 有 这 样 的 数 呢 ? 因为 


边 长 为 1 的 正方 形 的 对 


则 对 几何 学 中 如 此 简 : 


角 线 的 长 度 恰好 为 V2. 因此 , 如 果 我 们 否定 这 个 数 的 存在 ， 
单 地 生成 的 线段 的 长 度 , 就 无 法 以 任何 数 来 表达 了 . 显然 , 在 


这 种 基础 上 度量 几何 就 不 
但 它 在 有 理 数 中 是 没有 位 置 的 , 因此 我 们 称 它 为 无 理 数 . 但 这 个 V2 绝对 不 会 只 满 
足 于 我 们 承认 它 的 存在 : 它 马 上 就 会 开始 要 求 , 首先 在 有 理 数 中 间 给 它 找到 完全 确 


可 能 得 到 发 展 . 这 就 是 说 , V2 应 当 在 实数 中 找到 其 位 置 . 


定 的 位 置 , 即 准确 地 指出 什么 样 的 有 理 数 小 于 它 以 及 什么 样 的 有 理 数 大 于 它 (例如 
V2 > 1 一 一 下 方形 的 对 角 线 长 大 于 其 边 长 )， 其 次 , 它 要 求 我 们 要 学 会 对 它 进 行 运 
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算 , 就 像 对 有 理 数 一 样 , 还 要 与 有 理 数 的 运算 相 容 (例如 正方 形 的 边 与 对 角 线 的 和 
等 于 1 十 V2, 这 要 求 我 们 对 这 个 数 也 赋予 意义 , 即 把 它 归 并 入 实数 集合 之 中 )， 


Mott 


的 所 有 这 些 要 求 都 完全 是 根本 性 且 合 理 的 . 如 果 我 们 目前 还 不 回答 这 些 问 题 , 则 只 
是 因为 我 们 马上 还 要 将 另外 的 许多 新 数 引 入 我 们 的 领域 , 它们 都 全 部 时 无 例外 地 对 


我 们 提出 同样 的 要 求 ， 


而 不 对 每 一 个 数 个 别 地 人 处理 其 细节 . 


所 以 最 简单 的 办 法 是 在 今后 同时 满足 所 有 这 些 新 数 的 要 求 ， 


V2 以 后 , 我 们 的 领域 自然 且 不 可 避免 地 要 包含 所 有 的 有 理 数 的 平方 根 ( 正 的 
和 负 的 ), 然后 是 立方 根 以 及 一 般 的 所 有 形 如 


1 


r" (1) 


的 数 , 其 中 ” 是 任意 的 正 有 理 数 , n 是 任意 一 个 > 2 的 整数 . 但 众所周知 , 事情 还 不 
止 这 些 . 像 前 面 作出 正方 形 的 对 角 线 的 表示 一 样 , 还 有 许多 具体 的 问题 要 求 我 们 在 
一 系列 情况 下 把 全 部 代数 方程 的 根 作为 新 的 数 . 只 要 已 知 方程 的 根 尚未 在 我 们 已 
经 引入 的 数 中 , 就 会 发 生 这 样 的 情况 , 因为 我 们 不 能 否认 这 些 根 的 存在 , 也 不 能 剥 


夺 某 些 完全 具体 确定 


的 量具 有 数 的 特征 . 


让 我 们 在 此 方向 


上 继续 探索 . 我 们 称 形 如 P(z) = 0 的 方程 的 所 有 根 ( 实 的 ) 为 


代数 数 , 其 中 的 P(z) 
了 我 们 的 领域 , 特别 地 


为 带 整 系数 的 任意 多 项 式 . 这 样 就 把 所 有 实 的 代数 数 都 引入 
, 引入 所 有 形 如 (1) 的 数 . 因为 数 7# 可 定义 为 方程 qa —p = 0 


的 根 , 其 中 二 7 是 有 理 数 7 的 一 般 分 数 表示 . 更 为 特殊 的 情况 , 任何 有 理 数 x = — 
作为 方程 vz — p = 0 的 根 也 应 属于 代数 数 的 集合 之 中 . 
可 以 很 容易 将 代数 数 的 整个 领域 进行 “排序 ”, 即 给 出 一 个 法 则 , 使 得 对 任意 两 


个 代数 数 都 能 确定 谁 大 谁 小 ; 稍微 困难 一 点 但 还 不 大 复杂 的 是 , 确定 一 个 法 则 对 这 
些 数 进行 任何 通常 的 代数 运算 , 使 得 运算 的 结果 仍然 是 代数 数 . 因此 (这 是 关键 点 )， 
对 代数 数 进行 代数 运算 只 会 得 出 代数 数 , 而 不 需要 引入 什么 新 的 数 . 

也 许 我 们 现在 就 能 够 停 下 来 , 认为 实数 域 的 构造 完成 了 , 并 且 因 此 把 所 有 的 代 
数 数 的 集合 当 作 连续 统 ? 

众所周知 , 我 们 不 能 这 样 做 , 并 且 也 熟知 为 什么 不 能 这 样 做 . 如 果 说 对 于 许多 


代数 理论 而 言 , 我 们 可 


以 满足 于 至 此 为 止 所 构造 的 数 , 但 恰恰 是 对 于 数学 分 析 而 言 ， 


限于 代数 数 是 完全 不 行 的 . 问题 在 于 , 数学 分 析 的 第 一 步 就 是 要 对 初等 代数 运算 添 
加 基本 且 最 重要 的 分 析 运 算 一 一 极限 过 程 . 在 很 多 情形 下 , 有 完全 具体 的 理由 迫使 
我 们 了 解 这 个 或 那个 数 序 列 极限 的 存在 . 况且 , 这 个 极限 是 作为 有 着 具体 而 现实 意 


义 的 数 显现 在 我 们 面前 的 , 而 且 我 们 还 期 望 今后 对 它 进 行 代 数 运 算 和 分 析 运 算 . 如 
果 我 们 认为 应 当 具 有 确定 极限 的 任何 代数 数 序列 , 其 极限 实际 上 同样 存在 于 代数 数 
的 范围 之 内 , 则 可 假设 代数 数 这 个 范围 也 就 是 连续 统 , 除 代 数 数 之 外 , 数学 分 析 不 
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再 需要 任何 其 他 实数 . 

但 事情 并 非 如 此 .如 果 我 们 取 一 个 半径 为 1 的 圆 , 并 且 作 出 其 内 接 正 多 边 形 ， 
无 限 地 增加 其 边 数 , 则 所 有 这 些 多 边 形 的 周 长 都 可 以 用 代数 数 表示 . 我 们 称 这 个 数 
序列 的 极限 为 圆周 长 . 否认 这 个 极限 的 存在 就 意味 着 在 几何 学 中 不 能 提 及 圆周 的 
长 度 . 容易 想象 , 这 种 禁令 不 仅 使 几何 学 , 而 且 令 所 有 其 他 用 到 圆 形 的 精确 科学 都 
会 朋 溃 . 

与 此 同时 , 可 以 证 明 , 在 代数 数 中 是 没有 这 个 极限 的 . 摆脱 这 种 情形 的 出 路 在 
哪里 ? 显然 , 我 们 不 得 不 承认 , 对 于 数学 分 析 而 言 , 只 有 代数 数 是 不 够 用 的 , 必须 再 
给 它 添加 新 的 实数 .所 有 这 些 非 代 数 数 的 实数 通常 称 为 “超越 数 ". 我们 上 面 构造 
的 数 (半径 为 1 的 圆 的 周 长 ) 表示 成 2r, 这 就 意味 着 x 是 一 个 超越 数 . 在 数学 分 析 
中 , 另 一 个 重要 的 超越 数 是 我 们 熟悉 的 数 e=2.718…… 正如 我 们 了 解 的 那样 , 它 也 
是 从 有 理 数 出 发 由 简单 的 极限 过 程 产生 的 . e 和 x 的 超越 性 很 晚 才 被 证 明 , 即 在 19 
世纪 的 后 半 叶 . 但 是 引入 超越 数 的 必要 性 在 较 早 就 被 提出 , 即 19 世纪 的 中 叶 , 这 是 
在 另 一 些 更 简单 且 不 太 重 要 的 例子 中 给 出 的 (由 法 国 数学 家 刘 维 尔 作 出 ). 

这 样 , 我 们 的 连续 统 仍然 没有 建成 . 继续 下 去 , 我 们 应 当 怎 样 做 呢 ? 我 们 能 
停留 于 此 并 且说 :“ 连 续 统 就 是 所 有 的 代数 数 的 全 体 , 再 加 上 ‘根据 需要 , 从 代数 数 
通过 极限 过 程 得 出 的 但 其 本 身 又 不 是 代数 数 的 数 ( 像 e 和 x, 作为 超越 数 )? ”我们 
之 所 以 提出 这 个 问题 , 是 因为 大 多 数 “ 简 易 的 ”数学 分 析 教 程 正 是 以 此 为 基础 编写 
的 (当然 , 通常 没有 明说 ), 而 回避 了 阐述 完整 的 无 理 数 理论 . 

不 , 当然 不 能 这 样 说 , 也 不 能 停留 于 此 . 对 此 有 一 系列 简单 而 有 说 服 力 的 原因 . 
首先 , 作为 所 有 实数 的 总 体 的 连续 统 应 当 定义 为 某 个 固定 的 集合 (例如 , 仿照 上 面 
定义 所 有 代数 数 的 集合 的 那 种 模式 ), 而 不 留 下 以 后 再 添加 越 来 越 新 的 数 的 可 能 性 . 
其 次 , 在 我 们 的 初步 定义 中 ,“ 根 据 需要 ”这 个 说 法 显然 缺少 准确 的 内 容 . 如 果 我 们 
面 对 一 个 没有 代数 数 极限 的 代数 数 的 序列 , 从 形式 的 观点 来 看 , 我 们 现在 可 以 随意 
回答 , 或 者 认为 它 有 超越 数 极限 或 者 完全 没有 极限 . 如 果 不 是 从 形式 观点 考虑 , 而 
是 按照 具体 的 现实 考虑 来 选取 这 个 或 那个 解答 , 那么 无 论 它们 多 么 必要 , 这 样 做 法 
在 数学 定义 中 却 是 不 能 允许 的 . 拒绝 x 这 个 数 的 存在 , 在 目前 是 极为 不 利 的 . 而 在 
其 他 情况 下 , 做 类 似 的 否认 可 能 不 会 带 来 任何 不 便 . 但 很 显然 , 那个 使 我 们 “每 当 没 
有 它 就 进行 不 下 去 ”时 就 引入 超越 数 的 准则 , 不 论 怎么 说 都 不 能 成 为 数学 准则 . 最 
后 , 我 们 也 不 能 得 出 , 我 们 可 以 就 此 满足 于 以 这 样 的 途径 引入 的 数 , 因为 新 的 数 还 
得 进行 加 法 、 乘 法 , 进行 极限 过 程 (对 数学 分 析 来 说 , 不 允许 对 这 些 数 进行 这 些 运 
算 就 什么 也 不 能 做 ). 我 们 从 何 能 够 确信 , 所 有 的 运算 结果 都 将 是 我 们 的 连续 统 的 实 
数 ? 而 如 果 不 是 , 我 们 又 要 补充 它们 , 可 见 我 们 的 连续 统 还 没有 包含 所 有 的 实数 . 

可 以 看 到 , 我 们 不 能 坚持 所 持 的 这 种 立场 , 即 在 给 出 一 个 或 两 个 超越 数 后 就 说 
“等 等 ”. 这 是 不 行 的 , 因为 我 们 刚刚 看 到 , 这 样 并 没有 定义 任何 连续 统 . 
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都 归 入 4 类 , 则 上 述 结论 不 会 改变 . 此 时 我 们 得 到 将 整个 集合 RR 分 为 4 和 B 两 类 
的 一 个 分 割 , 同时 4 类 的 每 一 个 数 都 小 于 B 类 的 每 一 个 数 . 我 们 约定 , 若 将 集合 
R 分 成 两 个 非 空 的 类 ?"(4, B), 且 使 4 类 中 的 每 一 个 数 都 小 于 B 类 中 的 任意 数 , 就 
称 它 是 一 个 分 割 (确切 地 说 , 是 集合 R 的 分 划 ). 由 此 , 我 们 得 到 了 集合 R 的 某 个 确 
定 的 分 割 . 

我 们 可 以 用 各 种 完全 初等 的 方法 来 建立 集合 R 的 分 割 ， 例 如 , 把 所 有 的 有 理 
数 ri < 5 归 入 A 类 , 而 把 所 有 的 有 理 数 r> > 5 归 入 B 类 , 显然 也 会 得 出 集合 R 
的 一 个 确定 的 分 割 . 如 果 以 通常 的 方式 用 直线 上 的 点 来 表示 数 , 则 所 有 的 分 割 都 很 
显然 地 可 以 用 直线 上 的 点 分 出 两 个 集合 的 某 个 (有理数 的 ) 分 划 表 示 出 来 : 这 两 个 
集合 中 的 第 一 个 (A) 整个 位 于 第 二 个 (B) 的 左边 . 

初 看 起 来 可 能 会 认为 , 集合 R 的 所 有 分 割 都 有 同样 的 图 像 , 两 个 不 同 的 分 割 彼 
此 间 的 区 别 只 在 于 做 出 它们 的 点 的 位 置 , 因而 其 中 之 一 可 以 通过 简单 的 移动 而 变 为 
另 一 个 . 但 极为 重要 的 是 : 这 种 看 法 是 错误 的 . 分 割 在 自身 结构 上 可 能 有 着 深刻 的 
( 且 对 于 我 们 的 目的 来 说 , 有 重大 价值 的 ) 差别 . 

实际 上 , 在 后 一 个 例子 中 , 存在 一 个 数 ( 即 有 理 数 , 我 们 暂时 还 没有 任何 其 他 的 
数 ), 它 具 有 这 样 一 条 重要 的 性 质 , 即使 得 所 有 小 于 它 的 数 都 属于 4 类 , 而 所 有 大 于 
它 的 数 都 属于 B 类 . 在 我 们 的 例子 中 , 这 个 数 很 明显 是 数 5. 具有 这 个 性 质 的 数 我 
们 将 称 之 为 已 知 分 割 的 界限 , 因而 在 这 个 例子 中 做 出 的 分 割 是 有 界限 的 . 

相反 地 , 在 第 一 个 (与 V3 相关 的 ) 例 子 中 这 样 的 界限 是 没有 的 . 我 们 来 证 明 这 
一 点 

设 (有 理 ) 数 r 是 界限 . 与 对 任何 (有理 ) 数 一 样 , 应 当 或 者 有 r? < 2, 或 者 有 
r2 > 2. 为 确定 起 见 , 设 x? < 2. 按照 界限 的 性 质 , 对 每 一 个 > r, 应 有 ”2 > 2. 但 若 
7 < 1, 则 设 w = 1, 就 会 得 到 矛盾 的 结果 . 而 如 果 7 > 1, WJ r2 > r, 1 2—r2 = e(> 0) 
H£ r= r+ 和 我 们 有 


又 出 现 矛 盾 , 因为 由 7 >7, 应 有 7?>2. 

这 样 一 来 , 集合 R 的 所 有 分 割 分 为 两 个 类 型 : 有 界限 的 和 没有 界限 的 . 这 里 需 
要 指出 以 下 几 点 . 

a) 一 个 分 割 不 可 能 有 两 个 界限 . 如 果 > 和 ~ 都 是 这 样 的 界限 , 且 若 r < r, 则 
由 第 一 段 存在 这 样 的 数 r”. 使 得 r+ < r” < ”. 但 此 时 根据 界限 的 性 质 , 从 > r 得 
出 e2 ,而 从 < 得 出 me4, 这 就 造成 矛盾 . 


@ 即 每 一 个 类 中 至 少 包含 一 个 数 . 
@ 记号 a € M 表示 a 是 集合 M 的 元 素 . 
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b) 如 果 界 限 存在 , 很 显然 , 它 或 者 是 4 类 中 最 大 的 数 , 或 者 是 B 类 中 最 小 的 
数 . 如 果 界 限 不 存在 , 则 4 类 中 既 没 有 最 大 的 数 , B 类 中 也 没有 最 小 的 数 . 

c) 每 一 个 (有理 ) 数 ro 都 是 两 个 不 同 分 割 的 界限 . 其 中 一 个 的 4 类 由 数 ”和 ro 
构成 (而 B 类 则 由 数 ” > ro 构成 ), 而 另 一 个 中 的 A 类 则 由 数 r < ro 构成 (而 B 
类 则 由 数 ” > ro 构成 ). 

d) 集合 R 的 任何 分 割 集 都 分 成 两 种 类 型 一 一 有 界限 的 和 没有 界限 的 . 很 显然， 
这 是 集合 R 的 内 部 结构 特点 . 这 一 事实 总 是 完全 成 立 的 , 这 里 我 们 只 用 到 R 中 的 
数 是 有 理 数 , 而 不 必用 到 任何 其 他 性 质 . 

3. 现在 , 数 V2 的 例子 已 经 直接 暗示 我 们 以 后 的 行动 方式 . 情况 很 明白 : 从 直 
观看 , 我 们 看 到 的 是 数 直 线 , 即 实 轴 , 我 们 在 其 上 的 确定 位 置 将 它 分 割 , 而 对 于 分 割 
的 位 置 , 我 们 找到 了 不 与 任何 有 理 数 对 应 的 点 . 我 们 不 能 拒绝 考虑 该 点 的 存在 . W 
有 它 , 我 们 的 直线 , 即 连 续 统 (变量 在 变化 时 遍历 的 数 的 集合 ), 就 失去 了 其 连续 性 、 
致密 性 , 而 这 正 是 连续 统 得 其 名 的 特征 . 说 得 深刻 一 些 , 我 们 直接 看 出 , 如 果 使 变量 
在 变化 时 只 取 有 理 值 , 则 其 从 一 个 值 变 为 另 一 个 值 时 就 不 得 不 跨 过 其 间 的 间隙 . 从 
实际 来 讲 , 正如 我 们 之 前 就 这 点 论述 的 , 如 果 我 们 容忍 在 两 个 类 之 间 什 么 样 的 界限 
都 不 存在 , 那么 所 有 的 应 用 科学 (首先 是 几何 学 ) 必 将 感受 极 大 的 不 便 . 因此 , 不 仅 
是 直观 表示 , 还 是 所 有 实际 情形 , 都 要 求 我 们 把 新 的 V2 引入 到 数 域 中 来 . 该 数 按 
照 定义 是 分 割 的 界限 , 我 们 称 之 为 无 理 数 . 

我 们 所 选择 的 分 割 , 同 那 种 没有 (有 理 ) 界限 的 集合 R 的 任何 其 他 分 割 在 原则 
上 没有 任何 不 同 . 因此 在 一 般 理 论 的 构造 次 序 中 , 我 们 自然 地 把 我 们 的 定义 推广 到 
任何 这 类 分 割 的 情形 . 对 于 集合 R 的 每 一 个 没有 有 理 界限 的 分 割 , 我 们 都 提出 某 
个 新 的 无 理 数 与 之 相应 , 并 且 定 义 这 个 无 理 数 就 是 分 割 的 界限 . 

因此 , 借助 于 这 个 统一 的 原则 , 我 们 很 快 确定 了 整个 无 理 数 的 集合 . 连同 早已 
存在 的 有 理 数 ， 它 们 就 构成 了 所 有 实数 的 集合 , 即 连续 统 . 现在 连续 统 已 
定 了 . 


当然 , 连续 统 理论 不 会 因为 我 们 引入 了 构造 无 理 数 的 原则 就 算是 完成 了 . 实质 
L, 它 还 只 能 算是 开始 . 在 能 够 说 连续 统 理论 实际 上 已 经 完善 之 前 , 我 们 还 必须 要 
做 的 工作 是 极为 宽广 的 . 首先 , 我 们 应 当 对 连续 统 进行 排序 , 即 准 确 地 确定 在 什么 
条 件 下 可 以 认为 一 个 已 知 的 实数 大 于 或 者 小 于 另 一 个 已 知 的 实数 . 其 次 , 我 们 还 要 
对 实数 定义 其 运算 , 因为 至 今 为 止 , 我 们 对 数 1 和 V2 相 加 是 什么 还 一 无 所 知 . 再 
次 , 我 们 还 要 仔细 证 明 这 些 运 算 具 有 我 们 在 有 理 数 域 中 所 熟知 的 全 部 性 质 ， 例 如 ， 
和 与 加 法 的 次 序 无 关 (加 法 的 交换 律 ) 是 我 们 应 当 对 任意 实数 重新 加 以 证 明 的 定理 
最 后 , 我 们 应 当 找 到 方法 来 证 明 : 我 们 定义 的 连续 统 确 已 适合 所 有 实际 和 直观 表示 


的 需要 ( 它 也 正 是 为 满足 这 些 


首先 , 对 连续 统 进行 排 


需要 而 建立 的 ). 当然 , 在 我 们 讲义 的 范围 内 要 讲 清 此 
计划 的 各 个 细节 是 完全 不 可 能 的 . 这 也 是 极其 枯燥 的 , 我 们 在 今后 只 涉及 该 计划 的 
某 些 原则 上 最 重要 的 内 容 . 


YAR 822. 设 有 两 个 实数 cx 和 ao, 需要 确定 其 中 哪个 


大 , 哪个 小 . 如 果 两 个 数 都 是 有 理 数 , 则 这 个 问题 在 算术 中 已 经 解决 , 这 里 就 不 再 讲 


它 . 如 果 ai 是 无 理 数 , 而 oo 


则 以 它们 为 


某 个 分 割 的 界限 , 根据 界限 的 定义 , as < ai 或 者 as > ai 取决 于 有 理 数 ay 属于 此 
分 割 的 4 类 或 B 类 . 最 后 , 设 数 ai 和 as 是 两 个 无 理 数 . 因为 这 两 个 数 互 不 相同 ， 


是 有 理 数 , 问题 也 能 马上 得 到 解决 : ax 是 集合 R 的 


界限 的 两 个 分 割 也 互 不 相同 . 特别 地 , 这 两 个 分 割 的 左边 的 类 A, 和 42 


也 互 不 相同 . 这 就 表明 在 这 些 集 


理 数 x, e Al 


合 中 的 某 一 个 , 例如 在 A, 中 可 以 找到 这 样 一 个 有 


E Ai 中 所 没有 的 . 从 re hs 得 出 > < aos, JA r€ A 得 出 re Bi, 因而 


有 7 > oi. 所 以 存在 这 样 的 有 理 数 r, 使 得 ai < r < az. 在 这 种 情况 下 , 我 们 认为 
al < a2; 如 果 相 反 地 得 到 了 这 样 的 ”, 使 得 aa < r' < ai, 则 我 们 将 认为 oo < ai. 


现在 已 经 证 


明了 两 种 情形 之 一 一 定 成 立 , 因此 我 们 对 连续 统 的 排序 得 以 完成 . 


只 是 完成 了 定义 ， 还 必须 证 明 其 性 质 . 应 当 证 明 Q1 < Q2 和 Q1 > Qo 


是 不 相 容 的 ; 从 aa < aa 一 定 且 只 能 得 出 aa > o, 反之 亦 成 立 ; 最 后 , 从 o < aa 
可 以 推 得 ai < os. 总 而 言 之 , 实数 之 间 的 不 等 式 服从 有 理 数 之 间 的 不 
等 式 的 同样 基本 规律 . 读者 会 很 容易 证 明 所 有 这 些 命题 . 

顺便 说 一 下 , 我 们 上 面 所 作 的 讨论 表明 , 在 任何 两 个 无 理 数 之 间 总 可 以 找到 一 


及 as < as 


个 有 理 数 . 我 们 知道 , 如 果 两 个 已 知 数 是 有 理 数 , 这 是 成 立 的 . 现在 设 数 > 是 有 理 


数 , 数 a 是 无 理 数 , 且 为 确定 起 见 设 + < a. 我 们 来 证 明 此 时 在 7 和 a 之 间 能 够 找 
到 有 理 数 . 数 a 是 集合 R 的 分 割 (A, B) 的 界限 , 同时 从 r+ < a 推 得 re A. 但 在 有 
无 理 数 界限 的 分 割 里 , 4 类 不 含 最 大 数 , 因此 存在 有 理 数 ” > r, 它 像 7 一 样 属于 


4 类 日 小 于 a. 因 


这 样 , 我们 就 证 明了 在 两 


就 可 以 找到 


的 (在 连续 统 中 ). 容易 证 明 , 无 理 数 集合 也 是 处 处 稠密 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 最 简单 


无 穷 多 个 有 理 数 . 


而 7<7 < a, 这 就 是 要 证 明 的 . 


个 任意 的 实数 之 间 都 可 以 找到 一 个 有 理 数 , 当然 , 也 
集合 R 的 这 个 重要 性 质 通常 就 说 是 : R 是 处 处 稠密 


的 方法 是 研究 所 有 形 如 >V2 的 数 的 集合 , 其 中 r 是 任意 的 有 理 数 . 所 有 这 样 的 数 
都 是 无 理 数 , 它们 就 已 构成 了 
义 了 运算 之 后 才 有 确切 的 意义 . 我 们 现在 转 到 这 一 点 上 来 . 


处 处 稠密 的 集合 . 然而 , 严格 地 说 , 表达 式 rV2 只 


我 们 不 
析 一 个 例子 


论 是 有 理 数 还 是 无 理 数 , 在 任 


可 能 研究 这 个 问题 的 所 有 细节 , 但 要 想 弄 清 该 定义 的 思想 , 只 要 详细 分 


就 足够 了 . 设 oa # 


@ 记号 aEM 表示 : a 不 是 集合 


Il as 是 两 个 实数 , ai + az 是 它们 的 和 . 数 ai 和 oo 无 
何 情况 下 , 它们 两 个 都 是 集合 R 的 某 个 分 割 的 界限 . 


M 的 元 素 . [现在 比较 通用 的 记号 是 :a g M 一 一 译 者 注 


1.4 连续 统 理 ; 


我 们 分 别 以 (41, B.) 和 (A>, B>.) 来 表示 这 些 分 割 . 其 次 , W a1,01,a2,b2 表示 
应 的 集合 41, Bi, 42, Bs 的 任意 数 . 很 显然 , 所 有 形 如 ai 4 
何 形 如 b1 + bz 的 有 理 数 . 我 们 现在 订 
任意 的 a1,a2,b1,b2( 当 然 属于 相应 的 集合 ) 都 有 


我 们 很 自然 地 就 会 将 这 个 数 a 定义 为 数 on 和 ao 的 和 , 这 样 就 在 
E 和 唯一 性 . 
究 以 下 述 方式 定义 的 集合 R 的 分 割 (A, p) : 如 果 有 理 数 > 小 于 所 有 形 


了 和 的 存在 怕 
现在 丰 


a, + aə < a < b + bo. 


属于 
数 都 小 于 任 


aa 的 有 理 


E 明 这 样 的 实数 a 的 存在 性 与 唯一 性 ， 


使 得 


使 得 对 


切 情 况 下 确定 


如 六 十 的 数 , 我 们 将 把 它 归 入 4 类 ; 相反 地 , 则 归 入 p 类 (很 容易 证 明 , 集合 R 


的 这 样 定 义 的 分 划 实 际 上 是 分 割 ). 该 分 割 的 界 


Q1 + aə 的 数 属 


i] 


即 数 a 实际 上 满足 所 提 的 条 件 . 2° F BJ AE 

为 此 我 们 先 来 证 明 , 可 以 选择 数 ai 和 
E 意 的 有 理 数 , H 
a+c, a++2c,.… 
中 , 第 一 项 属于 A1 类 , 其 后 , 一 般 来 说 还 有 一 些 项 也 属 了 
所 有 后 面 的 项 都 将 属于 Bi 类 ， 


设 a 是 Ai 


类 中 的 人 


a, 


到 这 样 一 个 整数 k, 使 得 


由 此 得 和 


a+kce=a c Ai, 
I 差 bi — G1 = C 是 任意 小 . 因 


于 4 类 , 而 所 有 形 如 51 + bə 的 数 


ai + ao < a < bi + bo, 


c 为 任意 小 的 了 


民 我 们 表 之 以 a. 很 显然 , 所 有 形 如 
属于 B 类 . 因 


此 


(2) 


bi 使 得 其 差 br — ai 为 任意 小 . 实际 上 ， 


EE 有理数 . 在 有 理 数 序列 


因为 wz 


此 


命题 


，Q 十 7C，…: 


得 证 . 


还 有 al 十 aə2,bi 十 02 之 差 也 可 以 选择 为 任意 小 . 


使 得 


这 些 关系 连同 不 等 式 (2) 一 起 表明 : 作 


现在 设 (还 不 知道 这 
且 为 确定 起 见 设 有 a < o”. 1 


E 


FL 不 


口 


G < rT <" 


之 间 的 距离 必定 超过 一 个 常数 ” — r. 这 很 


此 数 a 的 唯一 性 得 证 . 
我 们 作出 的 加 法 的 定义 , 按 其 形式 讲 , 可 以 方便 地 把 有 1 


E 


基本 规律 , 直接 


就 会 发 现 这 些 都 是 妇 
我 们 已 经 说 过 , 在 这 上 


们 只 


到 任何 实数 的 加 法 
[此 简单 . 


F A, 类 , 但 从 某 个 位 置 起 
nc 随 着 n 的 增加 在 无 限 增加 . 因 


此 可 以 找 


a+(k+ 1)c= i €Bi, 


于 同样 的 理由 , 数 a2, by Z 2, 


可 能 ) 存在 着 两 个 不 同 的 实数 a 和 ar 满足 不 等 式 (2)， 


‘<a’; 
FE 何 形 如 ai + az 的 数 与 任何 形 如 bi + b> 的 数 
然 与 我 们 刚刚 得 出 的 结果 相 了 矛盾 . 


显 


H 


k. diu Pk, 哪怕 


AAA 


E 如 我 们 了 解 的 那样 , 存在 着 这 样 一 对 有 理 数 r 和 r, 


理 数 加 法 所 遵从 的 所 有 


对 交换 律 试 一 下 , 马上 


将 不 再 论 及 其 他 运算 的 定义 以 及 它们 所 遵循 的 规律 . 我 
提醒 一 下 : 乘法 最 好 类 似 于 加 法 来 定义 , 而 减法 和 除法 则 最 好 定义 为 逆 运 算 . 
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我 们 现在 转 到 这 个 问题 的 思路 中 最 后 一 个 极为 重要 的 问题 : 怎样 证 明 我 们 定 
义 的 连续 统 实际 上 表现 出 连续 性 和 稠密 性 呢 ? 作为 数学 分 析 的 基础 , 它们 是 必需 的 ， 
正 因为 数 集 R 缺乏 它们 , 才 人 迫使 我 们 在 适当 的 时 候 引 入 无 理 数 . 

回答 这 一 问题 , 要 先 回想 一 下 , 为 什么 我 们 说 集合 R 缺乏 这 种 连续 性 . 这 是 指 
这 样 一 件 事实 : 在 集合 R 的 分 割 中 具有 这 样 一 类 , 它们 不 具有 属于 集合 R 的 界限 . 
因此 , 如 果 我 们 能 证 明 , 对 于 连续 统 来 说 , 这 样 的 事实 任何 时 候 再 也 不 存在 , 即 连续 
统 的 任何 分 割 都 有 也 属于 连续 统 本 身 的 界限 , 则 我 们 就 能 够 认定 这 是 令 人 满意 的 ， 
并 且 相 信 我 们 建立 的 连续 统 作为 数学 分 析 的 基础 , 能 适合 对 它 所 提出 的 要 求 . 

要 避免 一 个 误解 , 即 上 面 提出 的 命题 不 可 能 从 以 前 的 结果 直接 推 得 , 因为 迄今 
为 止 我 们 所 说 的 总 是 集合 R 的 分 割 , 现在 才 第 一 次 谈 到 连续 统 的 分 割 . 但 我 们 规 
定 , 连续 统 的 分 割 的 形式 定义 仍然 没有 改变 . 

现在 来 证 明 我 们 的 论断 . W (4, B) 是 连续 统 的 任意 一 个 分 割 . 任何 有 理 数 , 更 
一 般 地 说 , 任何 实数 , 或 者 属于 4 类 , 或 者 属于 p 类 . 因此 连续 统 的 分 割 (4, B) 就 
直接 导出 了 集合 R 的 某 个 完全 确定 的 分 割 (4', B'). W a 是 作为 分 制 (4 , B') 的 界 
限 的 一 个 实数 . 我 们 来 证 明 , 它 也 是 分 割 (4, B) 的 界限 , 从 而 使 得 我 们 的 命题 得 证 . 

现在 需要 证 明 : 任何 实数 al < a 都 属于 4 类 , 而 任何 实数 a。 > a 都 属于 B 
类 . 由 对 称 性 , 只 要 证 明 第 一 个 命题 就 够 了 . W > 为 介 于 oa 和 a 之 间 的 有 理 数 ， 
为 "<a, 则 


r € A' c A", 


而 因 al < r, 则 由 此 得 出 也 有 aa es A. 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
1.5 ”基本 引 理 


数学 分 析 的 逻辑 基础 就 这 样 建立 起 来 了 ， 当 以 此 为 基础 逐步 建立 数学 分 析 基 
础 时 , 我 们 当然 不 得 不 经 常 引 证 已 经 黄 立 的 基础 , 即 直接 回 到 我 们 所 建立 的 实数 的 
定义 . 这 必然 会 伴随 众所周知 的 不 便 , 因为 对 此 所 必需 的 分 割 , 构造 和 研究 通常 都 
是 十 分 繁琐 的 . 找到 摆脱 此 困境 的 方法 在 科学 上 是 极其 有 意义 的 , 因为 它 可 以 当 作 
在 数学 科学 中 经 常 遇 到 的 所 有 类 似 的 逻辑 结构 的 一 种 典范 . 注意 到 , 在 数学 分 析 的 
发 展 历程 中 , 尽管 在 讨论 中 直接 应 用 借助 于 分 割 给 出 的 实数 定义 是 很 经 常 的 , 但 其 
中 的 多 数 应 用 在 形式 上 是 彼此 十 分 相似 的 , 因此 实际 上 几乎 所 有 的 这 些 应 用 都 是 
按照 三 四 种 形式 来 完成 的 (当然 , 每 次 都 要 添加 特别 的 内 容 ). 如 果 发 现 了 这 种 情况 ， 
再 几 十 次 地 重复 同一 逻辑 过 程 , 只 是 每 次 添加 新 的 基本 内 容 , 这 不 论 是 为 了 建立 这 
门 学 科 , 还 是 为 了 掌握 这 门 学 科 都 是 很 不 经 济 的 , 也 是 极为 麻烦 的 . 不 过 数学 科学 
早 就 已 经 有 了 办 法 (当然 是 有 充分 根据 的 ), 即 在 所 有 类 似 情 况 下 , 通常 把 这 种 逻辑 
形式 明显 地 表述 为 几 个 辅助 命题 ( 引 理 ), 然后 一 劳 永 逸 地 证 明 这 些 引 理 , 这 样 以 后 


@ 记号 AC B 表示 : 集合 4 包含 于 集合 B 之 内 ， 


15 基本 引 理 . 11: 


就 再 也 不 必 每 次 都 重复 这 种 作为 该 引 理 基础 的 形式 结构 , 而 可 以 直接 引用 这 已 准备 
好 了 的 引 理 . 证 明了 三 四 个 这 样 的 辅助 命题 , 我 们 就 有 可 能 在 今后 的 任何 时 候 都 不 
用 再 来 构造 分 割 , 而 上 只要 引用 一 个 基本 引 理 来 代替 它 . 这 些 引 理 就 构成 了 把 数学 分 
析 与 其 逻辑 基础 连接 起 来 的 几 座 桥梁 毫 无 疑问 , 在 不 同 的 讲法 中 , 这 些 基本 引 理 
的 选择 可 以 是 各 不 相同 的 , 但 在 任何 情况 下 都 要 尽 可 能 地 劝告 学 生 , 要 不 惜 时 间 和 
精力 , 尽 可 能 地 掌握 尽 可 能 多 的 这 类 引 理 , 因为 其 中 的 每 一 个 都 各 有 作用 , 能 对 将 
来 的 工作 给 以 本 质 上 的 方便 . 因此 为 掌握 它们 而 花费 的 力气 , 毫 无 疑问 不 会 是 徒然 
的 浪费 . 

我 们 现在 以 几 个 例子 给 出 这 类 引 理 的 典型 表述 和 证 明 . 

1. 关于 单调 序列 的 引 理 . 如 果 对 于 任何 n 都 有 an < an+i 或 者 an 2 an+h， 
则 实数 序列 


Q1;, Q2, ''' , Qn, `: (3) 
称 为 单调 的 . 准确 地 说 , 第 一 种 情况 是 单调 不 减 的 , 第 二 种 情况 则 是 单调 不 增 的 . 如 
果 存在 这 样 一 个 正 数 使 得 
a| <e (n=1,2,.…), 


则 序列 (3) 称 为 有 界 的 . 

引 理 1 任何 单调 有 界 序 列 都 有 极限 . 

为 确定 起 见 , W ov 和 anti 且 |an| < cl(n = 1,2,…). 把 连续 统 分 成 两 个 集合 A 
和 B, 大 于 所 有 an( 例 如 数 c) 的 任何 实数 放 入 B, 而 其 余 的 所 有 实数 放 入 A. 很 显 
然 , 连续 统 的 这 个 分 划 是 一 个 分 割 . W a 是 该 分 割 的 界限 . 我 们 来 证 明 lim om = o, 
这 就 是 引 理 1 所 要 证 明 的 . 
首先 指出 , 对 任意 的 mn 有 


Qn < o; 
实际 上 , 当 an > a 时 , 依照 界限 的 定义 会 有 an € B, 这 与 集合 B 的 定义 相 了 矛盾 . 
如 果 与 我 们 的 命题 相反 , a 不 是 序列 (3) 的 极限 , 则 存在 这 样 的 正常 数 e, 使 得 对 数 
n 的 无 穷 集合 有 


G — Gn > 6, 

由 此 得 oa < a — 8. 但 由 序列 (3) 的 单调 性 知 , 这 个 应 该 对 无 穷 多 个 n 值 成 立 的 

` 等 式 , 应 该 对 所 有 的 n 成 立 ， 按 照 集 合 B 的 定义 , 由 此 得 出 a  — £ 8 B. 但 由 
Qa 一 <a ll, 数 a 一 e 应 当 属于 A 类 (因为 a 是 分 割 (A, B) 的 界限 ). 所 得 之 矛盾 
证 明了 我 们 的 论断 . 
当然 , 在 引 理 的 条 件 中 , 单调 性 是 不 能 丢掉 的 . 单 从 序列 (3) 的 有 界 性 不 能 得 
出 极限 的 存在 , 正如 例子 av = (-1)” 所 指明 的 那样 . 
关于 单调 序列 的 引 理 不 仅 在 数学 分 析 中 得 到 大 量 的 应 用 , 甚至 在 初等 数学 中 也 
得 到 了 大 量 的 应 用 . 它 在 初等 数学 中 常 被 作为 “公理 ”, 甚至 有 时 都 没有 考虑 到 , 如 
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地 


果 没 有 掌握 全 部 的 实数 , 这 个 “公理 ”就 是 不 成 立 的 . 这 种 缺陷 不 仅 在 初等 数学 里 
有 , 而 且 在 “简化 ”的 数学 分 析 教 程 里 也 有 . 

寺 别 是 , 对 于 几何 学 中 圆 的 周 长 ( 即 当 边 数 无 限 增加 时 , 圆 内 接 正 多 边 形 周 长 
的 极限 ) 的 存在 , 以 及 作为 数学 分 析 中 最 基本 的 数 之 一 的 e= lim (1 + = 的 存在 ， 
利用 这 个 引 理 进行 证 明 是 最 简单 的 了 . 

与 描述 单调 有 界 序列 的 基本 特征 的 引 理 相 比 较 , 关于 连续 变化 变量 的 连续 函数 
的 下 述 引 理 , 对 数学 分 析 的 意义 也 不 相 上 下 . 

引 理 1 车 变量 z 增加 且 趋 近 于 a, 并 且 函 数 f(z) 在 某 个 以 点 a 为 其 右 端 
点 的 区 间 上 有 界 且 单调 , 则 当 x 一 a 时 f(x) 趋 近 于 确定 的 极限 . 

这 里 函数 f(z) 在 以 a 一 e 和 ua 为 端点 ( > 0) 的 区 间 内 的 有 界 性 , 表明 存在 这 
样 的 数 c, 使 得 


=l 


|f(a)| <c (a— =< z< a); 
单调 性 则 表明 对 该 区 间 的 任意 一 对 数 zi 和 za(zl Z zo), 比值 Je) C 2) 或 者 
> 0, 或 者 <0 Bs 
引 理 1 的 证 明 可 以 很 简单 地 由 引 理 1 作出 . 为 确定 起 见 , 设 f(z) 是 不 减 的 , 即 
当 a>za>xzl>a--e 时 有 jzo)>jzi). 因 为 当即 > 5 时 有 


a—ó<a- x <a, 
则 增加 的 数 序列 a — 2(n =) 落 在 以 a — £ 和 为 端点 的 区 间 内 且 以 a 为 极限 . 数 
序列 Je- T) > 1 显然 有 界 且 不 减 . 因此 由 引 理 1 存在 极限 lim f(a— 1) = k 


€ Tn—oo 


如 果 数 z 充分 靠近 a, 则 可 以 找到 这 样 一 个 ”= n(z), 使 得 


由 函数 太 的 单调 性 即 得 


). (4) 


但 当 x 一 a 时 很 显然 地 有 一 co, 由 此 得 出 不 等 式 (4) 的 左右 两 边 都 以 b 为 其 极 
限 , 由 此 得 出 当 z — a 时 也 有 f(z) 一 b, 引 理 1' 由 此 得 证 . 

2. 收缩 区 间 套 引 理 . 我 们 约定 把 以 a 入。 为 端点 的 闭 区 间 , 即 满足 不 等 式 
a < z < b 的 所 有 实数 的 总 体 记 为 [a,b], 而 具 同 样 端点 的 开 区 间 , 即 满足 不 等 式 
a < z < b 的 所 有 实数 z 的 总 体 记 为 (a,b). 如 果 区 间 序 列 


[aa b1], [a2, bo] , [an, bp， (5) 


满足 下 述 条 件 : 
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1° a, Sasi S bai S bn(n = 1,2,…), 即 后 面 的 每 一 个 区 间 全 部 包含 在 前 
一 个 区 间 之 内 ; 

2° lim (b, — ax) = 0, 即 随 着 序号 的 无 限 增加 , 区 间 的 长 度 趋 于 零 
我 们 称 之 为 收缩 的 区 间 套 . 

引 理 2 ”如 果 序 列 (5) 是 一 个 收缩 的 区 间 套 , 则 存在 唯一 的 实数 a 属于 所 有 
这 些 区 间 . 

当然 , 可 以 通过 构造 相应 的 分 割 来 证 明 此 引 理 (这 样 做 时 常 是 
根据 引 理 1 来 证 明 要 简单 得 多 . 实际 上 , 由 条 件 1°, 序列 
单调 、 有 界 (后 一 点 从 an < bi 对 任何 n 成 立 可 以 明显 看 出 ). 据 引 理 1, 序列 有 极 


限 , 设 


一 人 


民有 益 的 ), 但 是 


lim an 一 G. 
因为 对 任何 天 有 a, S br(n = 1,2,...), 所 以 也 有 
o < bk. (k=1,2,:::), 


因此 

Qa, < G < bn (n= 1,2,.…), ( 
因此 数 a 属于 每 一 个 区 间 [a , ba], 因而 满足 引 理 的 条 件 . 其 唯一 性 可 以 这 样 推 和 
当 有 两 个 不 同 的 数 a 和 6 满足 不 等 式 (6) 时 , 我 们 有 (为 确定 起 见 设 a < 0): 


an < o < 0 < b, (n= 1,2,.…), 


[ez 
— 


aÜ 


由 此 得 
b,—a, >080—ea (n=1,2,..…), 

这 与 收缩 的 区 间 套 的 性 质 2。 相 矛盾 , 因而 引 理 2 得 证 . 

应 当 指 出 : 对 于 引 理 2 非常 重要 的 是 , 对 每 一 个 区 间 而 言 , 其 端点 ou 如 都 要 
包括 在 内 . 如 果 我 们 丢掉 了 这 一 点 而 以 开 区 间 ao < z < b 来 代替 [a,,b], 则 引 理 
就 可 能 不 成 立 ， 如 开 区 间 序 列 0 < z < 二 (n = 1,2,…) 就 没有 属于 所 有 区 间 的 公 
共 点 . 

3. 海 涅 一 博 雷 尔 引 理 . 这 个 时 代 稍 晚 些 才 产生 的 辅助 命题 , 也 时 常 成 为 证 明 
数学 分 析 中 的 定理 的 方便 武器 . 

我 们 约定 , 称 一 组 (一 般 说 来 是 无 穷 的 ) 区 间 M ama Y ( 闭 的 ) 区 间 [a,b], 如 
果 这 后 一 区 间 的 每 一 个 点 都 位 于 这 组 区 间 M 中 的 至 少 一 个 区 间 的 话 . 

引 理 3 如 果 开 区 间 组 M" 和 覆盖 了 区 间 [a, b], 则 从 中 可 以 分 出 一 个 有 限 的 开 区 
间 组 M', M' 也 履 盖 区 间 [a, b|. 


@ 原文 误 为 “一 组 区 间 M”. 实际 上 , 如 果 这 一 组 区 间 M 是 一 组 闭 区 间 , 这 个 引 理 可 能 不 成 立 . 
一 一 译 者 注 
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实际 上 , 如 果 区 间 Ai = [a, 0] 不 能 被 引 理 要 求 的 有 限 个 开 区 间 窗 盖 , 则 将 其 平 
分 成 两 半 , 我 们 可 以 断定 , 其 中 至 少 有 一 个 半 区 间 也 不 能 被 有 限 履 盖 (因为 很 显然 ， 
如 果 两 者 都 能 被 有 限 履 盖 , 则 整个 区 间 A, 也 就 被 有 限 获 盖 ). 我 们 以 A; 来 表示 这 
不 能 被 有 限 履 盖 的 一 半 (如 果 两 者 都 不 能 被 有 限 履 盖 , MUJ As 可 以 表示 其 中 任意 一 
个 ). 再 将 A, 平分 成 两 半 , 我 们 又 可 以 断言 , 其 中 至 少 有 一 个 半 区 间 (以 As 表 之 ) 
不 能 被 有 限 履 盖 . 可 以 把 这 个 过 程 无 限 地 进行 下 去 , 这 样 区 间 Ai, Ao. A3,… , 显然 
构成 了 一 组 收缩 的 区 间 套 . 根据 引 理 2, 存在 唯一 的 点 a 属于 所 有 这 些 区 间 . 设 A 
为 组 M 中 包含 点 a 在 其 内 的 开 区 间 . 因为 当 n 一 co 时 区 间 A 的 长 度 趋 近 于 零 ， 
同时 a 8 4 则 对 充分 大 的 mn 就 有 A c A( 因 为 开 区 间 A 的 长 度 不 会 为 0), 于 是 
得 出 矛盾 : 区 间 A 按 其 定义 不 能 被 有 限 履 兰 , 现在 又 只 需 组 M 的 一 个 区 间 A Bl 
Ha mie. 引 理 3 由 此 矛盾 而 得 证 . 

现在 我 们 不 仅 学 会 了 建立 数学 分 析 的 基础 , 而 且 证 明了 三 个 最 重要 的 辅助 命 
题 , 准备 好 了 将 此 基础 最 方便 地 用 于 今后 进一步 构建 基本 的 大 厦 的 过 程 . Xp K JE 
将 以 什么 方法 管 立 起 来 , 在 其 建筑 过 程 中 还 会 用 到 什么 样 的 基本 概念 、 思 想 和 研究 
方法 一 一 所 有 这 些 你 们 都 将 从 后 面 的 各 讲 中 了 解 到 
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2.1 什么 是 极限 ? 


如 同 函数 关系 概念 一 样 , 极限 是 数学 分 析 最 重要 的 概念 之 一 . 当然 , 你 们 了 解 
许多 关于 极限 的 定理 , 但 我 们 还 必须 十 分 认真 地 研究 这 些 概念 , 一 方面 是 为 了 使 之 
更 明确 , 男 一 方面 则 是 为 了 补充 、 深 化 和 拓展 我 们 所 熟悉 的 这 个 概念 

我 们 首先 研究 “ (在 已 知 的 现象 或 过 程 中 的 ) 变量 z 趋 近 于 数 a (或 者 说 , 是 以 
数 a 为 其 极限 )” 这 句 话 的 意思 . 我 们 用 下 述 两 种 记号 之 一 来 表述 这 句 话 : z — a 或 
limz = a. 如 果 我 们 期 望 在 定义 极限 时 遵守 一 切 形式 上 的 要 求 (没有 这 一 点 通常 就 
不 能 建立 数学 科学 ), 则 首先 遇 到 的 是 特殊 的 独 有 的 困难 . 问题 在 于 , 在 极限 概念 的 
准确 定义 中 , 不 能 有 其 数学 意义 完全 不 明晰 的 术语 (诸如 “现象 "、“ 过 程 " 之 类 ) 出 
现 . 但 如 果 没有 这 些 (或 类 同 的 ) 术语 , 要 描述 通常 所 熟知 的 极限 概念 的 定义 是 很 
困难 的 . 我们 不 是 常 说 : 无 论 数 a 的 邻 域 U0” 是 怎样 的 , 从 已 知 过 程 的 某 个 时 刻 起 
的 所 有 z 值 都 属于 邻 域 U 于 是 我 们 现在 应 当 找到 一 种 方法 来 描述 这 个 定义 , 以 
使 它 不 含 任何 数学 意义 不 完全 确定 的 术语 . 应 当 说 明 , 这 个 任务 迄今 还 解决 得 不 够 
好 .? 现 代数 学 家 宁肯 完全 放弃 去 解决 它 , 而 认为 记号 lim z = a 是 没有 数学 内 容 的 
当然 , 这 并 不 是 说 他 们 完全 拒绝 极限 概念 . 那 如 何 摆脱 这 一 困境 呢 ? 
事实 上 , 在 数学 分 析 中 我 们 总 是 遇 到 这 种 情形 ， 当 变量 z 在 某 个 确定 的 状态 
时 , 某 个 函数 y 趋 近 于 极限 . 例如 “ 当 z 趋 近 于 a 时 , y 以 b 为 极限 ” 或者“ 当 mn 
无 限 增加 时 , a, 趋 近 于 a” 等 . 这 种 说 法 (相应 地 有 记号 y 一 ”或 者 limy==b 或 
者 on 一 a) 已 经 有 了 完全 确定 的 合 义 . 于 是 , 表达 式 lim y = b 意味 着 : 无 论 数 b 的 
邻 域 V 是 怎样 的 , 总 存在 数 a 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 除 z 二 a 以 外 ”的 任何 > e U, 总 
有 y € V. 你 们 已 经 看 到 , 这 个 无 可 指责 的 极限 概念 的 精确 定义 不 需要 过 程 的 概念 . 
通常 把 它 说 成 是 : 当 z 充分 接近 a° 时 y 足够 地 接近 b. "488, 若 对 数学 形式 的 典 
型 特征 不 熟悉 , 可 能 会 对 此 感到 奇怪 : 语句 (A)“ 当 z 的 极限 等 于 a 时 , y 的 极限 等 


@ 数 a 的 邻 域 是 包含 数 a 在 其 中 的 任何 开 区 间 . 


@ 当然 , 有 时 这 名 话 也 说 成 这 样 : 无 论 正 数 = 如 何 小 , 在 已 知 过 程 中 数 x — a 按 其 绝对 值 总 小 于 <. 不 
沦 如 何 , 在 极限 的 展开 了 的 定义 中 , 总 是 要 像 这 样 提 到 一 个 “过 程 "， 否则 极限 定义 是 没有 意义 的 . 

@ 参见 “ 译 后 记 ”. 一 译 者 注 

@ 当 z = a 时 函数 y 可 以 是 没有 定义 的 , 也 可 能 当 x = a 时 y 有 确定 的 值 , 但 这 个 值 不 是 b. 

@ 对 于 z — oo, z — —oo, y — co, y 一 -oo 不 需 专门 的 定义 , 只 要 把 大 于 (小 于 ) 某 个 任意 确定 的 
数 的 集合 理解 为 +oo(—oo) 的 邻 域 即 可 
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于 b 可 能 有 确定 的 意义 , 而 条 件 自身 “2z 的 极限 等 于 a” 却 没有 意义 ? 实际 上 , 这 里 
不 仅 没 有 任何 不 能 接受 的 东西 , 甚至 也 没有 什么 可 奇怪 


I 


J. 语句 (A) 是 作为 一 个 完 


整 的 整体 , 完全 不 必 让 其 中 每 一 部 分 都 对 我 们 有 意义 , 只 要 对 这 人 句 话 整个 赋予 了 确 


定 的 内 容 就 行 了 . 


毫 无 疑问 , 我 们 万 给 的 极限 概念 的 定义 包含 了 数学 分 析 上 最 习 


要 的 两 种 情况 : 


数列 的 极限 lim a, 及 连续 变量 的 函数 的 极限 lim y (其 中 a 是 实数 , 也 可 以 是 Too 


或 者 -co, 函数 y 的 极限 同样 可 理解 为 这 三 种 类 型 中 的 任 一 种 ). 


2.2” 趋 于 极限 的 各 种 类 型 


设 z 的 函数 y = f(x), "4 z 趋 近 a(a 是 一 个 数 ) 时 以 数 。5 为 极限 . 同时 为 


简单 起 见 , 我 们 设 x 的 所 有 值 均 大 于 a， 这 一 点 常 
ZX 一 4 十 0( 而 不 写 z — a,z > a). 于 是 有 
lim f(z) = )b. 


m—a+Ü0 


用 以 下 记 法 非常 方便 地 表示 为 


(1) 


我 们 假定 对 充分 接近 于 a 的 任何 x > a, 有 f(z) > b, 此 时 函数 f(z) 在 点 a 附 
1 中 , z 愈 靠 近 a 则 f(x) 就 愈 


近 通 常 的 几何 表示 有 两 种 形状 , 即 图 1 和 图 2. 在 图 
靠近 5, 当 xz 一 a 十 0 时 yy 单调 减少 地 趋 近 于 b. 图 


时 , 它 时 而 接近 又 时 而 离开 其 极限 . 当 z — a+ 0 时 , 函数 f(z) 不 


2 的 情形 则 完全 不 同 : y — b 


单调 变化 的 , 它 


时 而 增加 , 时 而 减 小 . 当然 , 所 有 这 些 本 质 上 的 差别 并 不 妨碍 我 们 用 同一 个 关系 式 


事实 : 只 要 z 充分 接近 a, y 就 任意 地 接近 b. 


zÁ 


图 1 


当 z 充分 趋 近 于 a 且 均 有 z > a 时 , 若 有 Y < b, 则 完全 类 似 于 前 者 , 它 可 以 用 


图 3 和 图 4 来 表示 , 显然 无 需 解释 . 


(1) 来 类 似 地 表示 这 两 个 图 形 . 这 个 关系 所 描述 的 是 这 两 种 情况 所 


图 2 


共有 的 一 个 基本 


= 


最 后 , 可 能 有 这 样 的 情形 , 当 z 在 点 a 的 右 方 任 意 接近 a 时, 函数 y= f(z) 的 


值 有 时 大 于 b, 而 有 时 又 小 于 b( 5). 很 明显 , 此 时 当 z 一 a+0 时 y 不 可 能 是 单 
调 地 趋 近 于 其 极限 b. 此 时 若 函 数 f(x) 连续 (如 同 我 们 在 所 有 图 形 中 所 描绘 的 ), 则 
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它 必 然 在 点 a 的 右 方 充分 靠近 a 的 无 穷 点 集 上 等 于 其 极限 值 5. 从 几何 上 说 , 函数 
f(z) 的 图 形 在 点 a 附近 无 限 多 次 地 穿 过 直线 y = b. 


图 3 图 4 


很 显然 , 当 z— a+0 时 , 趋 近 于 的 连 
续 变 化 的 量 的 所 有 可 能 类 型 仅 限于 这 些 情况 。 。 中 
我 们 不 再 去 单独 研究 z — a — 0 的 情形 , EI 
所 有 z 均 小 于 a 的 情形 . 很 明显 , 把 图 1 ~ 5 
对 直线 z = a 反 转 即 可 得 到 相应 的 图 
如 果 我 们 假设 当 z — a BF y — b, 则 当 ° 
然 有 y 一 ,6 以 及 y — b 此 时 对 于 函数 Os š 
y, x 从 点 a 的 右边 趋 近 于 a 的 五 种 极限 类 图 s 
型 的 每 一 种 , 都 可 以 与 从 点 a 的 左边 趋 近 于 a 的 五 种 极限 类 型 结合 起 来 , 从 而 得 到 
了 当 z a 时 函数 y — b 的 25 种 不 同类 型 的 极限 . 
我 们 还 注意 到 , 图 1 ~ 4 中 所 描述 的 情形 可 以 方便 地 写成 相应 的 形式 


让 
1 
I 
l 
1 
l 


z s b Li 0 及 4 sa Lü b 加 Q: 


到 目前 为 止 , 我 们 认定 a 及 5 是 实数 . 当 这 两 个 字母 之 一 (或 者 两 个 一 起 ) 表 
示 +oo 或 -co 时 , 也 不 难 列举 出 函数 y 的 各 种 类 型 的 极限 . 你 们 自己 将 不 难 作 出 . 
作为 例子 , 我 们 指出 当 a = +oo, 而 5 是 实数 时 , 所 有 的 类 型 可 以 表示 成 图 1 ~ 5.. 

函数 f(z) 在 图 1 及 图 3' 的 情形 是 单调 的 , 而 在 其 他 情形 则 不 是 单调 的 . 在 
图 5 的 情形 (如 果 它 连续 的 话 ), 函数 f(z) 可 以 无 穷 多 次 地 等 于 其 极限 值 5 (对 充 
分 大 的 z 值 ). 

当 a 是 实数 , 而 5= +oo 时 , 则 当 z — a+ 0 时 , 很 显然 , 只 可 能 有 图 6 及 图 7 
所 描述 的 两 种 类 型 . 
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u= b 


图 6 图 7 


24 无 穷 小 和 无 穷 大 . 19 . 


2.3 


极限 存在 呢 ? 


但 是 这 个 
NB taa 


见 定 对 我 们 T 


常量 的 极限 


当然 , 常量 ( 即 仅 可 能 取 身 
一 的 值 . 这 个 规定 有 时 不 可 


x xs 


个 值 的 量 ) 的 极限 总 是 存在 的 并 


理解 : 我 们 一 


Fi, 


š. 实际 上 , 对 任何 x (81 


fN y € V. | 


其 次 , 这 个 约定 又 是 十 分 合理 (SD | 
L, 如 果 我 们 暂时 认为 种 


但 对 全 


E 何 z,y 十 (一 


J) = 0. Bb y 


lim y = b. 


Ta 


量 没 有 极限 , 而 设 有 


lim(—y) = —b. 


Ta 


开始 说 的 


F, 也 几乎 是 不 可 避免 的 ) 和 实 
个 函数 使 (2) 对 它 成 立 ,由 


日 等 


等 于 这 个 单 
还 有 常量 从 


=) Es. 
是 变量 


的 极限 , 怎么 


先 在 逻辑 上 是 必然 的 , 如 果 我 们 不 想 在 极限 定义 
若 y= 5, 则 对 点 5 的 邻 域 V, 对 任何 z 都 
此 依照 极限 的 定义 , 我 们 一 定 可 以 得 出 : 对 任何 a, 都 有 


(2) 


用 的 . 事实 
I 大 家 知道 


— 都 是 有 极限 


照 我 们 的 约定 , 常量 又 是 没有 giu 
的 极限 定理 时 , 我 们 不 得 不 预先 声明 : 
加 的 话 , 其 人 为 的 繁琐 特征 是 显而易见 的 ， 
入 所 有 关于 极限 的 定理 之 中 . 但 若 对 任何 常量 
É, 这 样 做 不 会 导致 与 已 建立 的 极 
分 析 基 础 时 始终 采用 了 这 个 约定 . 


成 立 . 这 种 附 


像 我 们 看 到 的 那 相 
以 我 们 在 讲述 数学 


无 穷 小 和 无 穷 大 


zx 一 a 时 y 一 0, 量 y= f(z) 就 称 为 当 
中 起 着 基本 的 作 
般 的 极限 概念 ; 这 样 就 反 过 来 , 把 极限 的 定义 归 
是 相反 的 , 后 来 的 学 者 在 
留 下 许多 误解 . 
所 谈 的 当然 不 是 趋 近 于 零 的 量 


P, 包括 在 其 所 有 的 应 月 


2.4 
如 果 当 


分 析 的 早期 的 讲法 中 , 无 穷 小 概念 在 极限 理论 
小 的 定义 , 然后 再 


小 量 的 概念 . 
小 的 概念 ， 


认 
关于 这 一 点 , 应 当 
学 分 析 的 任何 讲法 9 
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Z | 


但 历史 事实 


i 


|! 
£H LI 
Er s 


的 . 这 档 


“1 


Z N 


这 个 概念 是 多 余 的 , 它 会 


指 


使 用 这 个 名 称 似乎 是 想 去 刻画 这 类 量 


是 完全 小 的 量 叫 


tH, 这 上 


要 不 要 有 “无 穷 小 量 ” 这 个 术语 . 这 个 名 称 3 


改 无 穷 小 量 


@ 这 里 指 的 


三 | 


年， 


在 


一 来 


的 , 且 它 们 的 和 是 常量 0. 而 按 
在 表述 我 们 熟知 的 两 个 变量 的 和 


了 这 个 和 不 是 常量 ” 


和 的 极限 的 定理 才 


[我 们 又 不 得 不 把 它们 放 


都 给 以 极限 , 我 们 就 可 以 完全 解脱 了 . 


限 概念 的 定义 产生 各 


F 何 矛盾 , 所 


z— a 时 的 无 穷 小 量 . 在 数学 
用 . 可 以 先 给 出 无 穷 
结 为 无 穷 
阐述 分 析 教 程 时 完全 不 理会 无 穷 


日 中 ， 


事实 也 确实 如 此 .” 
量 的 概念 (这 个 概念 
H s oss 而 只 是 谈 


实际 上 


的 大 小 一 一 


是 不 通顺 的 并 且 常 常 导致 误解 : 
把 一 此 在 其 变化 的 己 知 阶段 并 不 


总 是 不 方便 的 . 而 事实 上 , 这 个 名 称 所 要 描述 的 仅 是 已 


牛顿 和 以 前 的 i 


以 函数 极 


限 为 基础 , 而 把 无 穷 / 


法 中 , 都 是 先 i 


无 穷 小 ， 上 由 是 
\ 作 为 特定 的 函数 的 极限 . 


般 的 极限 概念 . 但 大 概 从 柯 丁 
译 者 注 


Ei 
起 


- 始 ， 
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知 量 的 变化 特征 , 而 绝 不 是 它 的 大 小 . 这 个 用 词 上 的 失误 应 归咎 于 历史 , 即 在 无 穷 
小 量 的 叫 法 所 出 现 的 时 代 , 其 意义 完全 不 同 于 我 们 现在 为 它 确定 的 意义 . 


然而 , 如 同 我 们 已 指明 的 那样 


趋 近 于 零 的 量 在 数学 分 析 及 其 应 用 中 如 此 经 常 


出 现 , 所 以 不 给 它 一 个 简单 的 名 称 也 是 非常 困难 的 . 另 一 方面 , 把 在 历史 上 已 经 使 


用 了 几 个 世纪 的 名 称 换 成 另外 的 说 法 确实 是 一 场 灾 难 , 而 这 样 的 灾难 在 数学 中 却 总 


是 经 常 不 断 , 让 人 感到 毫 无 好 处 . 最 后 , 如 果 我 们 不 把 无 穷 小 量 作 为 极限 理论 的 基 
hh (如 同 我 们 现在 所 做 的 那样 ), 而 仅仅 是 把 它 理解 为 趋 于 极限 的 量 的 一 般 概 念 的 


一 种 特殊 情形 , 则 概念 间 严 重 混淆 的 危险 性 就 不 会 太 大 , 并 且 不 致 引起 太 严 重 的 后 


果 . 
如 果 


lim |y| = 十 co， 
Ta 


则 量 y 称 为 无 穷 大 量 . 这 就 是 说 , 无 穷 大 量 就 是 要 么 趋 于 +co, 要 么 趋 于 -oo, 要 
么 不 趋 近 于 某 个 极限 而 是 时 而 取 正 值 、 时 而 取 负 值 , 但 按 其 绝对 值 则 无 限 增加 . 变 
量 y= (1)”n 当 n 一 十 oo 时 就 是 后 一 种 情形 , 其 中 ”在 增加 时 仅 取 整数 值 . 关于 


术语 “无 穷 大 量 ” 也 可 以 重复 我 们 上 面 对 “ 无 穷 小 量 ” 的 论述 . 


这 里 我 们 址 需 对 已 热 知 的 无 穷 小 量 的 和 、 差 、 积 的 定理 再 说 什么 , 只 需要 对 常 


导致 误解 的 两 个 地 方 加 以 注意 . 


1) 在 无 穷 小 量 的 和 及 积 的 定理 
没有 这 个 说 明 , 我 们 很 容易 就 能 找 H 


中 经 常 要 求 加 项 (或 因子 ) 的 个 数 是 有 限 的 . + 
简单 的 例子 来 证 明 这 两 个 定理 是 不 能 成 立 的 . 


2) 关于 两 个 无 穷 小 量 的 商 不 可 能 作出 任何 一 般 的 结论 . 这 里 商 可 以 具有 任何 


变化 特征 , 特别 地 , 可 能 不 趋 于 作 


E 何 极限 . 


在 继续 讲述 之 前 , 我 们 需要 对 记号 +co 和 一 oo 再 作 些 说 明 . 我 们 现在 经 ? 
到 这 些 记号 , 当然 , 它们 并 不 表示 任何 数 . 例如 , 在 问 到 记号 +oo 表示 什么 时 ， 
确 而 清楚 的 说 法 就 是 它 本 身 什 么 意义 也 没有 . 但 “+oo 的 邻 域 ” 这 种 说 法 是 有 意 
的 , 它 表 示 的 是 大 于 某 个 (任意 的 ) 实数 a 的 全 体 实 数 集合 . 给 这 样 的 集合 一 个 
的 名 称 是 很 方便 的 , 因为 在 数学 分 析 中 我 们 经 第 健 到 这 类 集合 , 所 以 就 称 它 为 +oco 
9 邻 域 . 与 “+ooe 的 邻 域 ”这 种 说 法 一 样 , 诸如 lim y = +oo( 其 中 a 本 身 可 以 是 符 


x: 


ini 
Boi 


HR 车 于 


< F És 


k... 


z 


zl 
| 


5 +oo 与 -oo 之 一 ) 这 种 表达 式 也 就 有 了 意义 . 实际 上 , 在 我 们 已 给 出 的 极限 定义 
lim y = 6 中 , 谈 到 字母 a 及 b 时 总 是 一 起 痰 到 它们 的 邻 域 , 因此 这 两 个 字母 中 的 
于 何 一 个 都 可 用 符号 +oo( 或 者 —oo) 来 代 蔡 (只 要 我 们 指明 , 把 什么 样 的 集合 称 为 
这 些 符号 的 邻 域 就 行 ), 没有 必要 对 这 些 符号 本 身 给 予 任何 意义 

已 经 看 出 ,在 使 用 符号 +oo 及 -co 时 需要 特别 细心 特别 地 , 对 它们 作 某 些 


1 


算术 运算 ( 


= %) 是 完全 不 允许 的 , 但 在 某 些 “简略 ”的 分 析 教 程 中 是 这 样 用 
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的 . 同样 , 对 于 所 有 有 符号 +oo 及 -co 出 现 的 等 式 , 如 果 这 些 符号 不 是 直接 起 着 上 
述 类 型 的 极限 的 作用 , 也 都 是 没有 意义 的 . 如 三 角 表 示 中 形 如 tan = 土 co" 之 类 的 
任何 等 式 都 是 如 此 . 反之 , 不 等 式 
a<+oo, b> -—oo, -—oeo < c < +oo 
却 可 以 有 确定 的 意义 , 它们 依次 表示 : 1) a 要 么 是 一 个 数 , 要 么 是 符号 -oo; 2) 要 
么 是 一 个 数 , 要 么 是 符号 +oo; 3)c 是 一 个 数 . 
最 后 , 在 谈 到 函数 y = f(x) 的 极限 存在 时 , 必须 准确 地 声明 , 我 们 这 里 所 说 的 

是 存在 一 个 数 , 它 是 这 个 量 y 的 极限 , 或 者 我 们 也 将 允许 符号 +oo 和 —co 作为 极 
限 . 当然 , 在 术语 问题 上 我 们 显然 可 以 取 两 种 说 法 中 的 任何 一 种 , 怎样 选择 就 看 哪 

种 适合 . 通常 约定 把 “yy 有 极限 ”理解 为 存在 一 个 数 作为 量 y 的 极限 , 而 如 果 需 
要 对 这 个 论断 作 广义 的 理解 , 则 应 作 专 门 的 声明 . 今后 我 们 都 将 这 样 处 理 . 
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极限 理论 的 最 重要 问题 之 一 是 : 已 知 函数 y = f(x), 当 z 一 a 时 它 是 否 有 极限 ? 
这 里 , 1) 按照 我 们 的 约定 , 要 讨论 的 是 这 样 的 数 b 是 否 存 在 , 使 当 z 一 “时 y — b; 
2) 反之 , a 可 以 是 数 , 也 可 以 是 符号 +oo 与 -co 之 一 ; 3) 在 此 问题 中 只 谈 及 极限 的 
存在 性 问题 , 至 于 怎样 去 找 出 极限 , 我 们 目前 完全 不 必 管 它 . 

下 述 极限 存在 的 重要 准则 是 十 分 重要 的 工具 , 特别 是 在 理论 研究 中 . 

柯 西 准则 “函数 y = f(x) 当 z — a 时 有 极限 ， 当 且 仅 当下 述 条 件 得 到 满 
足 : (A) 无 论 对 于 怎样 小 的 正 数 = 都 存在 数 (或 符号 )a 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 邻 域 
U 中 的 任何 两 个 数 zi 和 za, 都 有 


[f(z1) — f(z2)| < 8. 


证 明 ”1) 224 z — a 时 量 y 趋 近 于 数 b. 依照 极限 的 定义 , 存在 数 a 这 样 的 
邻 域 U, 使 得 当 z eV 时 有 


£ £ 
b—= b+ 
3 < f(z) < + 


因此 , 若 zi1 € U B. zo € U, JIJ f(zi) 及 f(z2) 均 介 于 b—3 与 b+5 之 间 , 因而 彼 
此 之 差 小 于 =. 这 就 证 明了 条 件 (A) 的 必要 性 . 

2) 现在 设 条 件 (A) 成 立 . 对 每 一 个 自然 数 n 都 存在 数 a 的 一 个 邻 域 ,使 得 
当 z, EU,z2 EU 时 总 有 


fz) — Flea)l < 2. (3) 


@ 当然 , 正确 的 表述 应 当 是 


lim tan z 三 十 co， lim tan zZ 三 一 co. 
m— 5 —0 z— £ +0 
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我 们 可 以 把 每 一 个 这 样 的 邻 域 U, 都 取 为 区 间 ( 闭 的 ), 同时 有 权 假 设 U, C 
Un(n = 1,2,…)， 实际 上 , 车 区 间 Uri 不 是 区 间 U, 的 部 分 , 则 我 们 通常 取 区 间 
U, 与 Unt 的 公共 部 分 U, VE Unt+1， 很 明显 , U, 1 是 区 间 ， UCU, 
有 对 任何 24 € UL 1,x2 € U! 1, 都 有 


HeD = f(| < —— 
所 以 邻 域 改 ;; 在 任何 情况 下 都 可 以 用 来 代 符 邻 域 Di 
因为 函数 f(z) 在 区 间 U, 上 是 满足 条 件 (3) 的 , 所 以 函数 在 此 区 间 上 所 取 的 
值 的 整个 集合 M,, 将 落 在 长 度 为 1/n 的 某 个 区 间 A 之 内 . 但 sa C Un, 于 是 
M, C Ma, 因而 区 间 A, 将 整个 落 在 区 间 A, 之 内 , 即 A, C A,; 又 因为 当 
n 一 oo 时 区 间 An 的 长 度 1/n 将 趋 近 于 零 , 则 区 间 序 列 An(n = 1,2,…) 将 构成 
收缩 的 区 间 套 . 根据 第 一 讲 的 引 理 2 我 们 可 以 断定 , 存在 唯一 的 一 个 数 5 属于 所 有 
的 区 间 A,. 

最 后 , 我 们 来 证 明 lim y = b. 为 此 我 们 以 V 来 表示 数 5 的 任意 邻 域 . 依照 这 
个 数 的 定义 , 对 任何 充分 天 的 mm 都 有 An C V. 所 以 着 ze U, W| f(z) € M, C 
A,, C V. 由 此 , 依照 极限 的 定义 应 有 lim y = b. 

这 样 一 来 , 柯 西 准则 就 已 完全 证 明 - 特别 地 , 要 使 数列 


CQ1)Q2 ,Qn 


有 极限 , 当 且 仅 当 对 任意 的 e > 0 以 及 任何 充分 大 的 上” 和 m, 都 有 


lan 一 am| < €. 


在 证 明 某 个 别 函 数 的 极限 存在 性 时 , 柯 西 准则 只 在 很 少 有 的 情形 下 , 才 得 到 具 
体 的 应 用 . 为 此 常常 采用 更 为 简单 的 准则 , 但 这 种 准则 不 是 极限 存在 的 特征 , 即 不 
是 充分 必要 的 准则 . 相反 地 , 在 一 般 的 理论 研究 中 , 柯 西 准则 正 是 由 于 这 个 特点 , 才 
起 到 几乎 是 不 可 取代 的 作用 , 这 一 点 我 们 即将 看 到 . 


26 ”关于 基本 定理 的 注 记 


极限 理论 的 基本 定理 , 即 和 、 差 、 积 等 极限 定理 , 你 们 当然 是 很 熟悉 的 ， í. 
仅 不 需 再 去 证 明 ， “+ 它们 . 但 与 这 些 定理 相关 的 个 注 记 还 必须 给 出 . 因为 
这 个 注 记 对 于 整个 一 系列 定理 都 是 相同 的 , 我 们 只 用 其 中 的 一 个 为 例 来 加 以 说 明 
当 我 们 说 到 “两 个 量 之 和 的 概 限 等 于 它们 的 极限 之 和 ”时 (在 大 量 “ 简 略 ” 的 
教程 中 正 是 使 用 这 样 的 简单 措 词 ), 指 的 是 (尽管 它们 没有 提 到 这 一 点 ): 所 有 这 三 


@ 显然 , 它 是 非 空 的 . 
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个 量 (两 个 加 项 以 及 和 ) 都 是 有 极限 的 , 并 且 问 题 只 涉及 这 些 极限 之 间 的 关系 . 实际 
L, 我 们 这 里 的 假设 多 于 所 需 , 只 需 假 设 这 两 个 加 项 都 存在 极限 就 够 了 , 因为 可 以 
证 明 这 时 和 必 有 极限 (等 于 加 项 的 极限 之 和 ). 对 这 个 证 明 不 需 任 何 附加 的 讨论 , 这 
个 结果 可 以 从 和 的 极限 的 定理 的 任何 证 明 中 自动 地 得 出 , 成 为 一 个 附加 的 结果 . 

反之 , 从 和 有 极限 则 不 能 直接 推出 每 一 个 加 项 都 有 极限 . 实际 上 , 设 量 y 当 
2 一 a 时 不 趋 近 于 任何 极限 , 很 显然 , 量 1 - y 也 同样 没有 极限 , 但 这 两 个 量 之 和 
(这 是 一 个 常数 ,y 十 1 一 y=1) 当 x 一 a 时 有 极限 1. 

也 就 是 说 , 关于 和 的 极限 的 定理 的 最 完整 陈述 应 为 : 如 果 已 知 的 有 限 多 个 量 中 
的 每 一 个 当 z 一 a 时 都 有 极限 , 则 它们 的 和 也 有 极限 , 并 且 和 的 极限 等 于 各 项 的 极 
限 之 和 . 所 有 这 一 系列 的 定理 都 有 类 似 的 陈述 . 
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我 们 现在 需要 详细 研究 变量 x 的 这 种 函数 一 一 当 x — a 时 这 些 函 数 没有 极 
限 . 所 有 “简略 ”的 教程 通常 是 不 研究 这 个 问题 的 . 

如 果 对 于 数 a 的 任意 邻 域 U 以 及 数 5 的 任意 邻 域 V. 都 可 以 找到 一 个 异 于 a 
的 点 ze U, 使 得 f(z) s V, JE Z `4 z — a 时 我 们 称 数 5 是 函数 y= f(z) 的 部 分 极 
BR. 这 个 简单 的 定义 不 加 任何 改变 可 以 推广 到 5 是 符号 +oo, -oo 之 一 的 情形 . 这 
就 是 说 , 部 分 极限 b 是 这 样 的 数 , 使 得 不 论 怎 样 靠近 a, 总 可 以 找到 z 值 , 使 相应 的 
量 y 任意 地 接近 于 5b[ 当 a 或 上 是 +oo BJ, 我 们 当然 应 当 把 “任意 接近 于 a( 或 b)” 
改变 成 “任意 大 的 数 ”; 当 a 或 5 是 -co 时 也 完全 类 似 ]. 

类 似 地 , 我 们 也 可 以 定义 当 n — co 时 数列 a1,a2,… ,an … 的 部 分 极限 . 

如 果 limy 存在 , 则 正如 从 极限 概念 的 定义 中 所 看 到 的 那样 , 它 必 然 也 是 量 y 
的 一 个 部 分 极限 ( 且 是 唯一 的 ), 而 不 管 这 个 极限 是 一 个 数 还 是 符号 +eo 与 -oo 之 
一 . 但 如 果 这 个 极限 不 存在 , 则 这 个 量 y 至 少 有 两 个 不 同 的 部 分 极限 . 也 就 是 说 , 任 
何 函 数 y = f(z) 当 z 一 a 时 都 至 少 有 一 个 部 分 极限 . 当 且 仅 当 limy 存在 时 , 部 分 
极限 才 是 唯一 的 . 
要 证 明 这 些 论断 的 正确 性 , 显然 必须 证 明 下 面 两 个 命题 . 
命题 1 任何 函数 g:= f (z) 3 z—a 时 都 至 少 有 一 个 部 分 极限 . 


命题 2 je b < jk y = f(z) 3 z — a 时 的 唯一 部 分 极限 , 则 limy =b. 
在 所 有 这 些 情形 里 , 所 有 的 极限 和 部 分 极限 都 可 以 是 数 , 也 可 以 是 符号 +oo 及 


命题 1 的 证 明 ” 若 符 号 +oo 与 -oo 之 一 是 量 y 当 z 一 a 时 的 部 分 极限 , 则 
命题 已 经 得 证 . 因此 我 们 假设 这 里 不 是 这 样 , 并 且 指 明 这 时 存在 一 个 数 b, 它 是 量 vy 
当 z 一 a 时 的 部 分 极限 . 
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但 如 果 +oo 或 者 -co 都 不 是 函数 f(z) 当 z 一 a 时 的 部 分 极限 , 则 很 显然 , Z 


在 这 样 的 一 对 数 a, 8(a < 0), 使 得 


对 人 


E 何 充分 靠近 a 的 z, 都 有 


e < f(r) < 6. 


特别 地 , 这 就 表明 : 在 数 a 的 任何 邻 域内 都 可 以 找到 数 z, 使 得 f(z) 属 于 区 间 


[a, 6]. 为 简便 计 , 我 们 记 这 样 的 区 间 为 A1, 并 且 约 定 只 用 字母 4 来 表示 


有 具 有 以 上 性 质 ， 如 果 我 们 将 此 
4( 因 为 若 数 a 的 邻 域 U, 不 含 任 


H 


显 


pR 三 很 显然 将 不 包含 任何 
们 再 用 A; 来 表示 区 间 A, 的 具有 
行 的 工作 , 即 把 As 平分 有 


很 显然 , 我 们 就 得 到 一 个 收缩 


可 使 得 f(z) 属于 左 半 区 间 的 z, 
两 个 部 分 U, 与 U, 的 公共 部 分 所 组 成 的 
E) A). 我 
i EE 复 我 们 对 区 间 A, 所 进 
| 把 具有 性 质 4 的 半 区 间 表 之 以 As. 无 限 继续 这 个 过 程 ， 
的 区 间 套 AL. AAA 


EF 何 使 f(z) 属于 右 半 区 间 的 z, 则 作为 这 
更 f(x) € Ai 的 点 z, 即 


区 间 A, 不 有 具 


É 


FE 质 4 的 半 


区 间 , 3Ë H 


的 区 间 套 引 理 而 一 定 存在 的 属于 所 有 这 些 区 间 的 ! 
数 a 及 5 的 相应 邻 域 . 依照 数 b 的 
因而 存在 这 样 


间 A, 都 具有 性 质 A, 
H], b 是 量 y 当 z 一 a 时 的 部 分 极 


命题 2 的 证 明 ”由 命题 1, 量 


定义 , 可 以 找 至 
的 一 个 数 ze U, 使 得 f(x) 
限 . 


区 间 Ai 
区 间 等 分 , 则 其 两 个 半 区 间 中 至 少 有 一 个 具有 性 质 


有 性 


且 邻 域 U, 46 


W b 就 是 根据 收缩 
全 一 公共 数 , 并 以 U 和 VV 来 表示 
I 一 个 区 间 A, CV. 但 每 一 个 
An C V. 此 即 表 


区 


y 12 一 a 时 至 少 有 一 个 部 分 极限 b. 若 关系 式 


limy = 不成立, 则 存在 着 数 (或 符号 )b 的 一 个 令 域 V 具有 以 下 性 质 : 对 数 (或 符 


号 )a 的 任何 邻 域 U 
然 , 应 当 有 下 述 两 种 情形 之 一 成 并 


量 y 当 x 一 a 时 的 极限 ; 要 么 存在 V 外 的 一 个 
oa; 有 9]. 在 前 一 种 情形 , 命题 2 得 证 . 
FE 明 : 量 y 当 z 一 a 时 有 部 分 极 


何 邻 域 U 都 包含 z, 使 得 f(a) € 
形 , 如 同 我 们 在 命题 


四 人 
限 ” 属于 区 间 [a, 6), 因 


而 不 等 于 


于 是 , 我 们 就 证 明了 , 在 已 知 过 程 中 外 
极限 . 一 般 说 来 , 不 可 能 做 出 更 多 的 结 


, 都 可 以 找到 这 相 


1 的 证 明 过 程 那样 , 同样 可 以 ii 


= 
= 
时 


的 z, 使 得 相应 的 f(z) 不 


#F = +oo, 一 co "| 


区 间 [a 


归公 


数 


使 得 


FPF 有 一 个 , 而 


V. 


因此 , 很 显 


昌 不 是 b, 是 


或 符号 )a 的 任 


t 


E 后 一 种 情 


b. 这 就 是 说 , 此 时 命题 2 也 得 证 . 


论 了 . 如 量 y = (1)"( 其 中 


FE 何 没有 极限 的 量 都 至 少 应 当 有 两 个 部 分 


n 是 自然 数 ) 当 


n 一 co 时 , 很 显然 丝 曼 不 差 地 有 两 个 部 分 极限 +1 和 一 1. 另 一 方面 , 存在 着 这 样 的 


Hz, 

区 间 [—-1,+1] 上 的 所 有 数 作 为 其 音 
地 增加 , 因而 其 1 

之 中 的 哪 一 个 数 6, 我 


@ U = Un Uo. 一 一 译 者 注 


= 
EE 


了 分 极限 . 实际 上 , 当 z 一 0 时 


在 其 变化 过 程 中 可 以 有 无 穷 多 个 部 分 极限 , 如 函数 y= sin 了 当 z — 0 时 就 以 


1 连续 且 无 限 


z 
FE 弦 无 数 次 地 从 -1 到 +1 连续 反复 地 变化 . 无 论 取 区 间 [—1,+1] 
门 总 能 找到 这 样 小 的 一 个 非 0 的 数 a( 即 在 数 0 的 外 


E 意 小 的 
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1 
sin — = 0. 
ei 


尽管 大 多 数 部 分 极限 作为 一 个 集合 而 言 , 具有 完全 不 同 的 特征 , 但 在 其 部 分 极 
合 的 构造 上 却 有 着 对 任何 变量 都 共有 的 特征 , 而 这 些 特征 对 数学 分 析 来 讲 恰恰 
具有 本 质 上 的 重要 性 . 我 们 现在 就 来 给 出 其 中 的 一 些 . 

性 质 1 22 (或 符号 )6 不 是 量 yy 3H z 一 a 时 的 部 分 极限 , 则 存在 数 (或 符 
号 )b 的 一 个 邻 域 V, 其 中 不 含 任何 一 个 这 样 的 部 分 极限 为 其 内 点 . 

实际 上 , 如 果 b 不 是 量 y 当 x 一 a 时 的 部 分 极限 , 则 存在 数 (或 符号 ) 的 一 个 
邻 域 了 及 数 (或 符号 )a 的 一 个 邻 域 U, 使 得 当 z 8 U 时 , y 不 属于 开 区 间 v; 但 因 
为 区 间 V 是 其 任何 内 点 的 邻 域 , 则 上 述 性 质 对 Y 的 任何 内 点 都 成 立 , 因而 所 有 这 
些 内 点 , 作为 数 , 都 不 是 量 y 当 x 一 a 时 的 部 分 极限 , 于 是 性 质 1 得 证 . 

在 讲述 性 质 2 之 前 , 我 们 注意 如 下 的 事实 . 

若 已 知 量 yy 当 z 一 a 的 部 分 极限 中 有 符号 +oo 时 , 则 我 们 自然 把 这 个 部 分 极 
限 理 解 为 最 大 的 . 类 似 地 , 如 果 符 号 -oo 是 量 y 的 部 分 极限 , 则 可 以 把 它 理解 为 最 
小 的 部 分 极限 . 作 了 这 些 约定 , 我 们 现在 就 可 以 来 讲述 性 质 2 了. 

性 质 2 ”任何 变量 的 所 有 部 分 极限 中 总 有 最 大 的 和 最 小 的 . 

你 们 当然 明白 , 这 个 结论 并 不 是 自明 的 ! 例如 开 区 间 (0,1) 之 中 就 既 没 有 最 大 
的 数 , 也 没有 最 小 的 数 . 一 般 来 说 , 并 不 是 在 任何 数 集中 都 有 最 大 的 数 和 最 小 的 数 
(或 符号 ). 我 们 命题 的 意义 就 在 于 : 绝对 不 是 任何 集合 都 可 以 是 变量 的 部 分 极限 的 
集合 (从 性 质 1 也 可 以 看 出 这 一 点 ). 部 分 极限 的 集合 可 能 具有 某 种 专门 的 特点 , 其 
中 之 一 就 是 : 它 包 含 最 大 的 数 和 最 小 的 数 (或 符号 ). 我 们 来 证 明 这 一 点 . 

我 们 将 只 讨论 关于 最 大 部 分 极限 的 情况 , 因为 最 小 部 分 极限 的 所 有 讨论 可 以 完 
全 类 似 地 得 出 . 

我 们 可 以 假设 符号 +eo 不 是 已 知 变量 的 部 分 极限 (否则 , 如 同 已 经 指出 的 , 它 
就 是 最 大 部 分 极限 , 恰好 正 是 性 质 2 要 证 明 的 ). 根据 性 质 1, 由 此 得 出 在 符号 +o0 
的 某 个 邻 域内 没有 部 分 极限 , 换言之 , 所 有 的 部 分 极限 都 小 于 某 个 数 . 如 果 我 们 的 
已 知 量 唯一 的 部 分 极限 是 以 符号 —co 来 表示 的 , 则 它 同 时 也 就 是 最 大 部 分 极限 , 于 
是 性 质 2 得 证 . 因此 我 们 可 以 设 已 知 量 的 部 分 极限 中 存在 着 某 个 数 b. 

现在 我 们 将 所 有 实数 的 集合 按 下 述 原 则 分 成 4 和 B 两 类 : 大 在 z 右边 有 已 
知 量 的 哪怕 一 个 部 分 极限 , 则 z 8 A; 否则 就 令 z € B. 当然 容易 证 明 , 这 个 分 划 是 
一 个 分 割 . W a 是 其 一 个 界限 , 我 们 来 证 明 a 是 已 知 量 的 最 大 部 分 极限 . 实际 上 , a 
首先 是 一 个 部 分 极限 . 因为 反之 由 性 质 1, 数 a 的 某 个 邻 域 (al,aa)j(al < a < oo) 
将 不 包含 任何 一 个 部 分 极限 , 但 由 不 等 式 al < a 我 们 得 出 ai € A, 因此 aa 的 右 
边 应 当 有 部 分 极限 . 又 因为 在 区 间 [ai, az] 上 没有 这 样 的 部 分 极限 , 则 它们 应 在 as 
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的 右边 , 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 由 于 不 等 式 oa > o, W| as € B. 其 次 , a 的 右边 是 
没有 部 分 极限 的 ， 因 为 车 8 > o 是 部 分 极限 的 话 , 则 对 任何 介 于 a 与 8 之 间 的 
Ya < y < B), 应 当 有 : 由 7 > e, WJ y € B, 而 同时 又 由 8 > y, í y € A. 但 这 是 不 
可 能 的 , 因为 定义 一 个 实数 的 分 割 , 其 4 类 与 B 类 不 会 有 公共 的 数 . 这 就 是 说 , 数 
a 实际 上 是 已 知 量 的 最 大 部 分 极限 . 于 是 性 质 2 得 证 . 

这 样 一 来 , 任何 变量 在 其 变化 过 程 中 都 有 最 大 和 最 小 的 部 分 极限 . 这 两 个 部 分 
极限 有 着 重要 的 意义 它们 分 别称 作 量 y = f(z) 当 z 一 a 时 的 上 极限 和 下 极限 
让 用 以 下 符号 表示 


lim f(z) 及 lm f(z), 


Ta 


lim sup f(x) K lim inf f(z). 


lim sup f(z) > lim inf f(x). 


此 外 , 这 两 个 数 可 以 取 任 何 值 , 同时 其 中 的 任何 一 个 或 者 二 者 都 可 以 是 符号 +oo 或 
一 co. 如 果 当 z 一 a 时 其 上 极限 和 下 极限 都 是 数 , 则 量 y 称 为 有 界 的 ; 如 果 两 者 中 
哪怕 有 一 个 取 符 写 +oo 或 者 -co, 则 称 其 为 无 界 的 . 很 显然 , 当 z 一 a 时 量 y 的 有 
界 性 意味 着 存在 数 a 和 8 以 及 数 a 的 邻 域 U, 使 得 对 任何 z 8 U, 都 有 

a < f(z) < 0. 
要 使 lim y 存在 ( 数 或 者 符号 ), 当 且 仅 当 以 下 关系 成 立 : 


—*t = 


因为 上 、 下 极限 重合 等 价 于 部 分 极限 的 唯一 性 . 
介 于 lim y 以 及 lim y 之 间 的 数 , 可 以 是 也 可 以 不 是 量 y 当 z 一 a 时 的 部 分 
极限 . 我 们 前 面 已 经 见 过 了 两 个 这 样 的 极端 例子 : 1) 介 于 这 两 个 数 中 的 任何 一 个 数 
都 不 是 部 分 极限 ; 2) 反之 , 介 于 其 中 的 每 一 个 数 都 是 部 分 极限 . 一 般 说 来 , 它们 之 间 
有 一 些 数 是 部 分 极限 , 而 另 一 些 则 不 是 . 
有 时 上 极限 和 下 极限 是 以 其 他 形式 来 定义 的 . 这 些 其 他 的 定义 方法 不 仅 对 于 拓 
广 和 有 具体 化 这 些 概念 本 身 有 益 , 而 且 对 其 应 用 也 有 益 . 数 (或 符号 )b 称 作 当 z 一 a 时 
量 y = f(x) 的 上 极限 , 如 果 对 于 任意 的 数 (或 者 符号 )a 和 B(a < b < 08), 都 可 以 找 
到 数 ( 或 符号 )a 的 这 样 小 ”的 一 个 邻 域 U, 它 包 含 使 得 a < y < B 的 数 z(z Z a), 但 

不 包含 使 得 y > B 的 数 z(z Z a). 
@ 如 果 a 是 一 个 符号 , 例如 a = 十 co， 则 “这样 小 ”的 邻 域 U 应 理解 为 可 以 找到 一 个 数 (可 

能 是 很 大 的 )M, 使 得 其 中 有 x > M(z Z a). 译 者 注 
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同时 , 因为 
B' 的 数 m, 
矛盾 . 
反之 ， 
(或 符号 )a 


要 想 证 明 新 定义 等 价 于 前 面 的 定义 , 首先 注意 到 , 若 数 (或 符号 ) 依照 新 定义 
是 量 y 的 上 极限 , 则 5 很 显然 是 这 个 量 的 部 分 极限 . 若 还 存在 着 部 分 极限 5 > b, WI) 
我 们 可 以 找到 数 a, 6, oa, B' 使 得 


a<b<P<ao < < /'. 


b 是 部 分 极限 , 则 数 (或 符号 )a 的 任何 邻 域 U 应 当 包含 使 得 % < y < 
由 此 得 y > 656， 但 很 显然 ,这 与 依照 新 定义 是 上 极限 这 一 事实 相 


我 们 现在 设 5 是 量 y 当 z — a 时 的 最 大 部 分 极限 . 若 a < b < p, 则 数 
的 任何 邻 域 7 就 包含 使 得 a < y < 8 的 数 z( 依 照 部 分 极限 的 定义 ). 要 


证 明 。 是 量 y 在 新 定义 下 的 上 极限 , 余下 只 要 证 明 对 适当 选择 的 邻 域 U, 对 任何 


z€ U 都 有 vy<pb. 
#r b = 十 oo, 则 没有 什么 要 证 明 的 ; 若 不 是 这 样 , 即 +eo 不 是 部 分 极限 (因为 


b 是 最 大 部 分 极限 ). 这 就 意味 着 , 存在 数 yo 以 及 数 (或 符号 )a 的 邻 域 Uo, 使 得 对 
任何 z € Uo, 都 有 yy < go. 车 yo < ñ, 则 所 求 的 一 切 均 已 得 证 . +; yo > 05, 则 区 
间 [6,yo] 内 的 每 一 个 数 和 都 不 是 部 分 极限 且 有 与 数 (或 符号 )a 的 这 样 的 邻 域 U, 
对 应 的 邻 域 Vx, 对 任何 z € ,f(x) = u 位 于 V, 之 外 . 开 区 间 Vx 覆盖 了 区 间 


[8, yo]. 应 用 海 涅 - 博 雷 尔 引 理 (参见 第 一 讲 引 理 3), 我 们 可 以 得 到 区 间 [6,yo] 的 一 
ABO Vao Vx o Vx 这 里 设 U 是 邻 域 Uo, U) U, Uy, 的 公共 部 分 ， 


很 显然 , U 


Vrd VA e ss 


是 数 (或 符号 )a 的 邻 域 , 使 得 若 x € U, 则 相应 的 y 值 不 可 能 属于 区 间 
,VW, 中 的 任何 一 个 . 换言之 , 对 任何 z 8 U 43 y < 0. 命题 得 证 . 


不 言 而 喻 , 也 可 以 得 到 下 极限 的 类 似 的 新 定义 , 并 且 新 老 定义 之 间 的 等 价 性 可 
以 用 完全 类 似 的 方法 得 到 证 明 


若 想 以 更 加 具体 的 观点 来 看 这 个 抽象 体系 , 则 要 在 我 们 眼前 打开 这 样 一 幅 图 
HH; 可 以 用 下 述 的 基本 线索 来 描述 它 , 而 不 求 任何 形式 上 的 严格 性 . 变量 在 其 某 个 


变化 过 程 中 时 而 趋 近 于 一 个 数 , 时 而 趋 近 于 另 一 个 数 , 时 而 趋 近 于 第 三 个 数 .……… 
我 们 称 数 是 已 知 量 的 部 分 极限 , 若 变 量 在 过 程 越 来 越 后 的 阶段 , 一 而 再 地 如 此 接 
近 于 数 b( 同 时 完全 可 能 的 是 , 在 两 次 趋 近 b 之 间 , 它 可 以 偏离 数 b 十 分 远 ; 重要 的 
仅仅 是 : 或 迟 或 早 它 又 要 离 5 的 距离 任意 小 ). 若是 唯一 的 这 种 吸引 中 心 , 则 显 


然 , 我 们 的 
我 们 就 有 
幅 的 摆 一 相 


量 y 不 仅 可 以 变 到 离 b 任意 近 , 而 且 最 终 变 得 一 直 如 此 靠近 于 b, 这 样 


lim y = 而 一 般 来 说 , 无 论 我 们 注视 变量 y 变化 过 程 多 久 , 它 都 像 不 减 


F 在 已 知 的 范围 内 来 回 不 断 地 振动 , 这 样 的 量 y 就 不 趋 于 什么 极限 , 而 这 


个 范围 的 界限 (其 中 可 能 会 遇 到 -oo 和 +co) 则 是 我 们 所 说 的 这 个 量 的 上 极限 和 


下 极限 . 
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2.8 ”多 元 函数 的 极限 


我 们 下 面 还 要 研究 儿 个 与 多 元 函数 有 关 的 不 太 复 杂 的 极限 理论 问题 . 为 叙述 简 
便 起 见 , 这 里 我 们 将 只 谈 及 两 个 自 变量 的 函数 . 这 里 所 述 的 一 切 , 作 一 些 相 应 的 改 
变 后 , 就 可 适用 于 任意 多 个 变量 的 函数 . 
我 们 用 坐标 平面 Oxy 上 的 点 来 表示 自 变量 z 与 y 的 每 一 对 值 , 并 且 为 简便 计 ， 
我 们 今后 把 点 (a,5) 理解 为 这 些 变量 的 一 对 值 z = a,y = b. 把 点 (a,b) 的 邻 域 理 解 
为 平面 Ozy 的 任何 包含 此 点 在 内 的 邻 域 , 这 个 邻 域 可 以 是 圆 、 和 矩形 或 更 复杂 的 形 
式 . 我 们 认为 , 术语 “点 (a, 5) 的 邻 域 ", 当 a 或 者 b, 或 者 两 个 字母 一 起 都 是 符号 
+oo 或 -co 时 都 是 有 意义 的 . 因为 若 a 是 数 , WU b 是 符号 +oo, 则 点 (a,b) 的 邻 域 
是 任何 形 如 a <z<B,y>7Y( 其 中 <a<6, 而 是 任意 的 ) 的 区 域 (图 8). + a 
是 —oo, 而 5 仍然 是 +co, 则 (a,5) 的 邻 域 是 任何 形 如 z < ay > 8( 其 中 o, 80 是 任 
意 的 数 ) 的 区 域 (图 9). 以 此 类 推 . 


O 人 a P z 
图 8 图 9 
我 们 说 , 当 z 一 wy 一 IJ, 函数 > = f(z,Y) 以 数 (或 符号 )c 为 极限 , 是 
指 对 于 数 (或 符号 )c 的 任何 邻 域 V 都 可 以 找到 点 (a,5b) 的 邻 域 0, 使 得 对 任何 
(ZU EU((z,y) 关 (a,5)) 都 有 zeEV. 此 事实 可 记 成 如 下 形式 : 


lmz=c 或 者 z — c. (4) 
zea S o 
db yb 


在 此 定义 下 , 对 一 元 函数 所 建立 的 整个 极限 理论 可 以 很 容易 、 很 自然 地 移植 到 

二 维 情形 . 特别 是 , 部 分 极限 、 上 极限 和 下 极限 的 定义 和 性 质 都 能 保持 , 柯 西 准则 

及 其 证 明 也 同样 有 效 . 

至 于 其 论证 , 则 同一 维 的 情形 完全 类 似 . 唯一 的 区 别 在 于 : 我 们 现在 要 用 到 二 

的 辅助 定理 , 如 二 维 的 收缩 邻 域 系 定理 、 二 维 的 海 涅 - 博 雷 尔 引 理 , 等 等 . 所 有 这 
@ 具有 下 述 性 质 的 平面 点 集 我 们 称 之 为 平面 邻 域 : 若 点 属于 此 集合 , 则 可 以 找到 以 此 点 为 中 心 的 一 个 


加 ,整个 属于 这 个 集合 


= 


As 


xs 


H 
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些 辅助 定理 的 证 明 如 同一 维 情形 那样 简单 , 方法 也 都 一 样 , 因此 我 们 不 必 在 此 多 加 
解释 . 
必须 把 逐次 极限 


lim(lim z) 及 lim (lim z) (5) 


yb Za Ta 一 
与 二 重 极限 (4) 严格 区 分 开 来 . 这 里 我 们 有 两 个 逐次 的 一 维 极限 过 程 而 不 是 一 个 二 

维 极 限 , 与 平面 Ozy 上 的 点 (a,b) 的 邻 域 有 关 的 几何 图 形 则 完全 不 见 了 . 因为 要 想 
得 到 lim (lim z), 我 们 需 先 给 y 以 任何 常数 值 从 而 使 变量 z 成 为 变量 z 的 一 元 函 

数 , 再 求 其 当 z 一 a 时 的 极限 . 这 个 极限 可 以 对 y 的 某 些 固定 值 存在 , 而 对 y 的 男 
一 些 值 则 不 存在 . 如 果 这 个 极限 对 点 (或 符号 ) 的 某 个 邻 域 V 内 的 所 有 y 值 都 在 
在 , 则 在 此 邻 域内 lim f(z,y) 将 是 单 变量 y 的 函数 , 因而 我 们 就 可 以 求 其 当 % — b 
时 的 极限 . 看 后 面 这 个 极限 也 存在 , 则 它 残 是 lim (lim 2). 


一 DZ 一 Q 
可 能 有 这 样 的 情形 : 两 个 逐次 极限 (5) 都 存在 ， 但 二 重 极限 (4) 却 不 存在 . 我 
们 来 研究 函数 


2z1/ 
Xx2 于 212 
在 坐标 原点 附近 的 情形 (注意 , 这 个 函数 在 坐标 原点 本 身 无 定义 , 不 论 在 二 重 极限 
的 定义 里 , 还 是 在 逐 笃 次 极限 的 定义 里 ， 量 f(a,5) 都 完全 不 出 现 , 函数 在 此 不 取 任 何 
值 ; 如 果 愿 意 , 当 z = y = 0 时 可 以 让 函数 > 取 任 何 值 ). 当 固 定 z Z 0 时 lim z = 0, 
而 当 固 定 y 关 0 时 lim z = 0, 因而 有 


Z = 


alin z) = ed z) = 0. 


另 一 方面 , 点 (0,0) 的 任何 邻 域 都 既 包 含 z = 0,y Z 0 的 点 , 也 包含 z = v Z 0 这 样 
的 点 . 由 于 第 一 种 情形 下 z = 0, 而 第 二 种 情形 下 z = 1, 所 以 这 两 个 数 0 和 1 都 将 
是 函数 z 当 z 一 0,y 一 0 时 的 部 分 极限 . 存在 至 少 两 个 不 同 的 部 分 极限 就 意味 着 
lim z 不 存在 . 

可 能 有 相反 的 情形 : 二 重 极限 (4) 存在 , 但 两 个 逐次 极限 (5) 却 一 个 也 不 存在 . 
研究 函数 


l y 
(22 2)sin—, íz 0, 
一 TY 
0, 若 z = 0 


在 坐标 原点 附近 的 情形 . 因为 对 圆 z2 + 2 < 2 的 所 有 点 都 有 |z| < 2, 所 以 


lim z = 0; 
Z 一 0 


4 一 0 


另 一 方面 , 当 y — 0 时 固定 z Z 0( 也 同样 可 固定 y Z 0 而 令 z — 0), sn 从 而 
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函数 z 不 趋 近 于 任何 极限 . 也 就 是 说 , 极限 lim z(y Z 0) 与 lm z(z Z 0) 都 不 存在 . 


当然 , 逐次 极限 (5) 中 任何 一 个 的 存在 性 就 无 从 谈 起 . 


但 应 当 指 出 , 若 (4) 和 (5) 这 三 个 极限 都 存在 时 , 它们 应 当 


上 , 例如 令 


lim (lim 
Ta Yy— 


设 V 是 数 (Yu 


存在 数 (或 符 


符 
|==) 


号 )c 的 任何 一 个 邻 域 且 U 
)a 的 这 样 一 个 邻 域 A, 使 得 对 任何 z 


El £ 


是 完全 相同 的 . 实际 


z) = c, 


(6) 
(6) 则 


是 


点 (ow 刀 的 任何 一 个 邻 域 . 
A, 都 有 


lm z € V; 
2 一 b 


这 个 邻 域 4 是 Oz 轴 的 某 个 区 间 , 很 明显 ， 
点 zo, 使 得 点 (zo, b) 属 


邻 域 UV( 图 10). 固 


我 们 可 以 在 此 区 间 上 选取 如 此 靠近 a 的 
定 此 zo; | 4 得 到 


0 


czo = lim z € V; 
y—b 


但 由 极限 概念 的 定义 , 这 就 表明 : 对 数 (或 


i == | 


f =)ezo 


的 任何 邻 域 V', 都 可 以 找 出 数 


(或 符号 )b 的 邻 域 Bo。 使 得 当 z = zo 以 及 对 任何 ye B 都 有 ze V'. 很 显然 ， 
这 不 妨碍 我 们 把 邻 域 选 得 这 样 小 , 以 致 V' CV( 因 为 cx € V). 另 一 方面 , 因为 


点 (zo,b) € U, 所 以 我 们 可 以 选取 如 此 靠近 5 的 数 yo € B,,, 使 得 点 (zo,yo) 也 


邻 域 UV( 图 10). 


由 于 yo € Bj,, 此 时 在 点 (zo,yo) 处 ， 
z € V! Cc V. 现在 注意 到 , 由 于 UV 是 点 
(a,5) 的 任意 邻 域 以 及 Y 是 数 (或 符号 )c 
的 任意 邻 域 , 则 我 们 找到 了 点 (zo,yo) € 
U, 使 得 z e V. 这 件 事 证 明了 c 是 量 z 
>z — a,y 一 5 时 的 部 分 极限 . 如 果 我 们 
假设 lim z 存在, 则 它 是 唯一 的 部 分 极限 ， 


因而 应 当 等 于 。 此 即 所 要 证 明 的 . 


= 
= 
= 


3.1 ”何谓 函数 ? 


第 一 讲 开 始 就 一 些 问题 所 提 到 的 函数 的 定义 , 是 在 关于 什么 是 函数 的 许多 观 
点 的 持续 争辩 中 产生 并 最 后 取得 胜利 的 . 这 个 争辩 直到 现在 还 没有 结束 , 尽管 这 个 
定义 在 实际 的 科学 活动 中 谁 也 不 再 怀疑 了 ? 这 场 斗 争 的 根本 目的 是 打破 解析 工具 
的 霸权 , 过 去 是 现在 仍然 是 . 这 种 霸权 , 即 把 解析 表达 式 从 方便 的 研究 工具 变 成 为 
对 函数 思想 的 主宰 者 , 并 把 自身 的 规律 性 强加 于 函数 概念 , 从 18 HZ E = ZE 
函数 关系 的 概念 上 . 这 种 霸权 仅 在 数学 科学 自身 范围 内 有 所 破除 , 而 在 应 用 科学 以 
及 在 教学 中 (甚至 在 高 等 工科 院 校 里 ) 仍然 保持 着 相当 程度 的 影响 . 几乎 每 一 个 工 
程 师 , 都 形式 地 看 待 函数 关系 的 科学 定义 (尽管 这 定义 中 没有 一 个 字 提 到 解析 表达 
式 ), 把 函数 首先 看 作 是 一 个 公式 , 一 个 解析 表达 式 , 而 不 去 思考 解析 表达 式 以 外 的 
函数 关系 ， 这 是 他 们 同 数学 家 之 疝 的 本 质 区 别 数学 家 习惯 于 认真 理解 其 概念 的 定 
义 , 而 在 他 们 眼 里 “函数 ”这 个 词 始 终 被 认为 是 两 个 集合 之 间 的 一 个 对 应 , 而 函数 
定义 讲 的 就 是 这 种 对 应 , 怎么 也 不 会 把 它 同 什么 解析 工具 相 联系 . 正 是 基于 这 种 情 
况 , 我 们 将 在 函数 关系 的 意义 上 多 停留 一 下 , 并 且 讨论 与 之 相关 的 几 个 概念 和 表示 
方法 . 

也 许 , 最 好 是 放弃 引入 完整 的 系统 分 析 (我 们 也 没有 时 间 这 么 做 ), 而 直接 讲述 
一 些 来 自 对 函数 关系 的 理解 中 典型 的 尖锐 冲突 的 例子 更 好 一 些 . 冲突 的 一 方 是 数 
学 家 , 另 一 方 则 是 固有 传统 培养 出 来 的 人 . 我 们 这 些 综合 大 学 的 教授 们 每 年 都 要 在 
一 年 级 的 大 学 生 那 里 遇 到 这 类 冲突 ， 这 些 学 生 从 培养 他 们 的 中 学 里 带 来 了 几 百 年 
来 的 传统 和 习惯 . 

现在 我 们 来 讨论 一 个 函数 的 解析 表示 ， 数 
的 几何 表示 如 图 11 所 示 . 对照 这 个 简单 的 图 
形 , 我 们 就 会 相信 , 可 以 设想 有 一 个 现实 的 量 y 
按照 所 指明 的 规律 变化 , 这 个 想法 中 并 不 包含 
任何 不 能 容许 的 东西 . 这 个 结论 , 工程 师 或 者 物 
理学 家 甚至 比 数 学 家 更 加 深信 不 疑 . 图 11 


@ 如 果 不 包 括 直觉 主义 学 派 , 我 们 就 可 以 这 样 说 . 他 们 关于 函数 依赖 性 的 概念 绝 不 意味 着 回归 到 老 的 
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理学 家 其 至 比 数学 家 更 加 深信 不 疑 . 
但 对 于 所 提出 的 问题 (解析 地 表达 出 已 知 函 数 ), 数学 家 马上 会 写 出 按 他 的 观 
点 唯一 可 以 接受 的 解答 : 


1—<x (z>0)， 

l+z (z< 0. W 
这 就 产生 了 冲突 ， 工程师 (为 简便 起 见 , 我 们 以 此 称 那 些 旧 传统 的 代表 , 希望 
工程 师 们 不 要 介意 ) 会 立刻 抗议 , 认为 数学 家 “ 写 出 的 不 是 一 个 , 而 是 两 个 函数 ”. 
但 数学 家 回答 道 : 1)“ 写 出 函数 ”一 般 来 说 是 不 可 能 的 , 能 写 出 的 只 是 解析 表达 式 ; 
2) 数学 家 实际 上 是 写 出 了 两 个 解析 表达 式 , 准确 地 指明 对 未 知 量 x 的 哪些 值 该 采 
用 哪 一 个 表达 式 来 计算 相应 的 y 值 ; 3) 根据 已 采用 的 函数 关系 的 定义 , 式 (1) 恰好 
是 定义 了 一 个 函数 , 因为 根据 此 式 , 对 z 的 每 一 个 值 都 上 只 对 应 量 y 的 一 个 值 ; 4) 解 
析 表 达 式 (1) 确切 地 表示 了 图 11 中 给 出 的 函数 关系 , 因而 数学 家 会 说 他 已 完全 回 
应 了 所 提出 的 任务 . 数学 家 还 会 补充 说 (但 从 教学 角度 他 不 会 这 样 做 ): 如 果 强 求 ， 

他 也 可 以 只 用 一 个 公式 来 表示 图 11 中 的 函数 : 


y=1—|zl. (2) 


它 对 任何 z 都 适用 . 他 不 这 样 做 , 仅仅 是 因为 表达 式 (1) 实际 上 比 表达 式 (2) 更 为 
方便 , 而 且 原则 上 他 认为 这 两 种 表示 方法 是 完全 等 同 的 . 并 且 按照 函数 关系 的 定义 ， 
他 还 可 以 进一步 说 , 例如 下 式 


38 4 z < 0, 
1 `> 
y= 2， 当 z=0， 


1+Tz， 当 z>0 
也 是 给 定单 一 一 个 函数 的 同样 有 价值 的 方法 
12). 

我 们 不 知道 , 这 位 工程 师 会 如 何 对 此 抗议 , 但 
从 我 个 人 的 经 验 来 看 , 我 们 可 以 做 出 预测 : 他 即使 图 12 
不 提出 任何 抗议 , 也 不 会 对 此 满意 , 多 年 形成 的 习 
惯 不 可 能 通过 一 个 简单 的 讨论 就 改变 

再 举 一 个 例子 , 数学 家 给 出 狄 利克 雷 函 数 的 定义 如 下 : 

_ f 1 # = 为 有 理 数 ， 
”1 0 车 z 为 无 理 数 
工程 师 困惑 地 发 问 : “这 是 一 个 什么 样 的 函数 ? 既 不 能 用 一 个 公式 来 写 出 它 , 也 
能 从 几何 上 画 出 来 ”对 此 , 数学 家 回答 : 1) 在 函数 关系 的 定义 中 没有 任何 一 个 字 


图 


— 


| 


DS 


` 
` 
谈 
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到 函数 的 解析 表示 以 及 几何 图 示 , 因而 给 出 一 个 函数 关系 并 不 取决 于 这 个 关系 是 用 


解析 法 还 是 


的 对 话 . 
工程 师 


工程 师 : 


的 公式 ? 


用 几何 图 形 给 出 的 ; 2) 所 述 的 狄 利克 雷 函 数 的 定义 对 每 一 个 z 的 值 都 
对 应 唯一 的 y 值 , 因 
表示 很 困难 , 而 月 

工程 师 天 


而 是 无 可 争议 的 完满 的 定义 ; 3) 实际 上 , 狄 利克 和 雷 函 数 的 几何 


日 一 个 公式 来 表示 它 却 十 分 简单 , 为 此 只 要 把 它 写 成 f(x) 就 行 了 . 
时 还 平静 地 听 着 , 接着 便 引 发 了 不 可 避免 的 愤怒 , 于 是 发 生 了 如 下 


: 难道 这 也 是 一 一 公式 ? 
: 你 把 什么 叫做 公式 呢 ? 
咱 , 像 解 析 表 达 式 y = z2 — z3 或 者 y= sinz, fH y = f(z) 是 什么 样 


: 很 好 . 这 就 是 说 , 按 你 的 说 法 , 记号 y = sinz 是 称 为 正弦 的 已 知 函 数 


的 解析 表达 式 , 那 记号 y = f(x) 对 于 狄 利克 雷 函 数 而 言 不 也 是 一 种 解析 表达 式 吗 ? 
是 什么 样 的 原则 让 你 如 此 不 同 地 对 待 符 号 sn 和 f() 呢 ? 


工程 师 : 每 一 个 有 头脑 的 人 都 知道 公式 y = sinz 表示 什么 , 但 对 于 你 称 之 为 
狄 利克 雷 函 数 的 y = f(x) 来 讲 , 完全 是 你 想象 出 来 的 , 并 且 几 乎 谁 都 不 知道 它 表 示 


什么 . 


数学 家 : 在 这 上 


我 们 似乎 有 些 共识 ; 你 所 指 的 区 别 (我 并 不 否认 有 区 别 ), 正如 


你 所 了 解 的 , 并 不 是 原则 性 的 , 而 只 具有 历史 性 .因为 最 初 用 sinz 表示 函数 的 时 


候 , 还 没有 人 


u = f(z) 


的 记号 , 那 时 对 符 函 数 y = sinz 正如 现在 对 待 狄 利克 雷 函 数 
作 道 你 可 以 说 , 函数 y = sinz 那 时 是 无 法 作出 解析 表达 式 的 , 而 后 
来 特别 是 引入 了 所 建议 的 记号 并 得 到 公认 后 , 这 个 函数 又 可 以 用 解析 式 表达 了 ? 如 


果 今 天 建议 用 y = f(z) 来 表示 狄 利克 雷 函 数 , 过 些 年 后 被 整个 科学 界 接受 , 那 时 


难道 你 会 说 : 它 


原则 上 是 有 同 检 


是 一 个 用 解析 法 表达 的 公式 , 而 狭 利克 雷 函 数 本 身 是 可 以 解析 表示 
的 ? 你 们 应 该 明白 , 这 种 对 解析 表示 的 理解 只 是 一 种 吹 毛 求 竟 的 态度 , 而 不 具有 任 
何 一 点 数学 价值 . 如 果 抛 弃 这 种 理解 , 你 们 就 不 会 不 明白 , 符号 f() 和 符号 sin 一 样 ， 
价值 的 . 在 这 种 程度 上 , 也 就 是 在 这 种 意义 上 , 狄 利 死 雷 函数 也 可 


以 解析 表示 , 同 正 弦 函 数 和 余弦 函数 一 样 . 对 于 这 个 或 那个 函数 是 否 可 以 解析 表示 


的 讨论 , 一 般 来 说 , 在 任何 情况 下 都 应 当 被 认为 是 毫 无 意义 的 , 因为 我 们 可 以 用 任 


何 符号 来 表示 这 个 函数 , 并 且 有 充分 的 理由 认为 这 个 表示 就 是 它 的 解析 表示 . 最 后 ， 


我 可 以 告诉 你 们 , 犹 利克 雷 函数 也 可 以 用 你 们 熟悉 的 符号 表示 出 来 , 但 我 们 几乎 从 


来 不 使 用 这 个 表达 式 , 因为 它 极 其 复杂 , 并 且 没 有 给 出 认识 此 函数 的 任何 性 质 的 可 
能 . 而 我 们 已 经 给 出 的 非 公 式 化 的 定义 则 一 目 了 然 地 指明 了 它 的 所 有 这 些 性 质 . 我 
们 一 般 并 不 迷信 和 解析 表达 式 , 而 且 只 在 它们 能 帮助 我 们 研究 已 知 函 数 关 系 时 才 乐 意 
使 用 它们 . 当 没 有 它们 研究 也 能 照样 进行 时 , 如 同 刚 刚 研究 过 的 情形 一 样 , 我 们 将 
训 不 可 惜 地 抛弃 它们 , 就 像 它们 是 没有 用 的 工具 一 样 . 


.34. 第 三 讲 函 数 


在 此 , 我 们 认为 讨论 应 当 结 束 了 . 我 们 看 不 到 工程 师 会 怎样 抗议 , 另 一 方面 , 数 
学 家 已 如 此 清晰 地 描述 了 现代 数学 科学 关于 函数 与 其 解析 表达 式 之 间 的 关系 , 结论 
如 此 明显 , 再 不 需要 任何 说 明了 . 


3.2 ”函数 的 定义 域 


有 一 个 与 前 面 紧 密 相关 的 问题 还 要 稍微 说 一 下 . 要 认为 函数 y= f(z) 是 给 定 
的 , 毫 无 例外 地 对 变量 z 的 所 有 值 都 确定 出 y 的 值 并 不 总 是 必要 的 . 通常， 只 
z 的 所 有 值 集合 中 的 某 一 段 才 多 少 有 些 现实 意义 , 所 以 在 这 个 区 间 段 之 外 定义 函数 
f(z) 是 毫 无 意义 的 , 有 时 甚至 是 荒唐 的 . 对 于 变量 z 的 值 的 集合 加 以 限制 的 理由 
多 种 多 样 , 有 纯粹 逻辑 上 的 , 也 有 更 为 现实 的 , 这 在 第 一 讲 已 经 多 多 少 少 谈 过 . 例如 ， 
我 们 定义 f(x) 为 内 接 于 半径 为 1 的 圆 的 正 x 边 形 的 周 长 . 显然 , 按 这 样 的 条 件 , 它 
对 任何 整数 z > 3 有 定义 , 且 仅 仅 对 这 种 z 有 定义 , 此 时 我 们 说 y = f(x) 为 z 定 
义 于 z> 3 的 整数 集合 上 的 函数 . 当然 , 从 形式 上 看 , 没有 什么 妨碍 我 们 对 z 的 其 
余 的 值 以 任何 方式 定义 函数 f(z). 但 若 无 必要 , 我 们 不 会 去 做 这 件 事 , 且 不 会 理会 
函数 f(z) 在 上 面 提 到 的 集合 之 外 为 什么 没有 定义 的 问题 . 再 看 另 一 个 例子 . 如 果 
在 给 定 的 物理 研究 中 , z 表示 的 是 某 物 体 的 温度 (摄氏 温度 ), 则 对 小 于 一 273.15°C 
的 z, 定义 函数 f(z) 多 半 是 毫 无 意义 、 毫 无 用 处 的 .” 

这 就 是 说 , 要 求 每 一 个 函数 y = f(z) 对 变量 z 的 所 有 值 都 有 定义 是 不 恰当 的 ， 
因为 若 坚 持 强 求 的 话 , 则 我 们 在 一 切实 际 问题 中 就 必须 以 随心 所 欲 的 、 人 为 的 和 完 
全 不 必要 的 方式 来 扩大 自 变量 值 的 自然 领域 , 而 仅 在 这 些 领域 内 来 研究 已 知 函 数 才 
有 意义 . 这 就 需要 我 们 对 函数 关系 的 定义 本 身 作 必要 的 明确 化 . 

我 们 约定 , 如 果 M 是 一 个 实数 集 , 而 对 于 每 一 个 z € M 都 对 应 一 个 确定 的 
值 y, 则 称 变量 y = f(x) 为 定义 在 实数 集 M 上 的 变量 x 的 函数 . 函数 关系 的 这 
个 定义 比 第 一 讲 开始 所 给 出 的 定义 更 准确 . 它 马上 就 解决 了 所 有 的 困惑 , 并 且 使 得 
我 们 在 研究 每 一 个 个 别 的 函数 时 , 仅 限于 研究 量 > 的 值 的 这 个 集合 . 它 就 是 函数 y 
的 自然 的 “定义 域 ", 决定 了 这 一 项 研究 的 目标 . 

我 们 知道 , 函数 的 定义 域 的 选择 可 能 受 纯粹 数学 的 支配 , 也 可 能 受 现 实 (例如 
物理 ) 的 考虑 所 支配 . 这 里 必须 提醒 的 只 是 你 们 在 写法 上 的 模糊 . 遗憾 的 是 , 这 里 
经 常 磁 到 的 问题 主要 来 自 于 传统 观念 , 即 对 函数 和 它 的 解析 表达 式 不 加 区 别 . 函数 

9 定义 域 时 时 被 当 作 使 得 这 样 或 那样 的 解析 表达 式 有 意义 的 区 域 . 例如 认为 “函数 
V1— 22 的 定义 域 是 区 间 [-11” 或 者 “函数 lg x 的 定义 域 是 半 直 线 z > 0”. 当 
然 , 实际 上 这 里 说 的 并 不 是 某 一 个 函数 的 定义 域 , 而 是 对 所 给 的 解析 表达 式 有 意义 
的 区 域 . 这 样 一 来 , 很 可 能 会 出 现 这 样 的 情形 (数学 上 有 大 量 这 类 的 例子 ): 有 一 个 


— 


@ 在 物理 学 中 , —273.15°C 称 为 绝对 零度 , 比 它 更 低 的 温度 是 没有 意义 的 . 一 一 译 者 注 
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定义 于 区 间 [0,2] 上 的 函数 y = f(a), 实际 上 我 们 对 它 在 整个 区 间 上 都 有 兴趣 , 而 


当 0< wg<1 时 ， 
ya 

从 中 我 们 不 能 得 出 区 间 [1,2] 在 已 知 函 数 的 定义 域 之 外 的 结论 . 相反 地 , 我 们 应 该 
在 区 间 [1, 2] 上 寻找 此 函数 另外 的 解析 表达 式 (当然 要 根据 它 的 定义 ). 如 果 我 们 找 
不 到 , 则 在 这 个 区 间 上 研究 它 , 就 需要 用 另外 的 非 解析 的 表示 法 . 
每 一 个 函数 定义 域 的 选 定 要 么 根据 纯粹 数学 的 理由 , 要 么 根据 现实 的 理由 . 但 
在 任何 情况 下 , 这 些 理由 都 应 来 自 事情 的 本 质 , 而 不 应 从 某 个 特定 解析 工具 的 纯粹 
形式 的 特性 中 去 寻找 . 


3.3 ”连续 性 


着 手 研究 函数 关系 时 , 我 们 必须 首先 借助 于 合理 的 分 类 , 把 某 种 秩序 带 入 我 们 
面前 这 个 多 彩 的 世界 . 分 类 和 安排 的 第 一 个 原则 通常 (也 有 充分 理由 ) 是 , 把 所 有 
的 函数 划分 为 连续 的 和 间断 的 . 而 且 数学 分 析 实 际 上 几乎 都 是 关于 连续 函数 的 , 只 
在 比较 少 的 情况 才 会 研究 最 简单 的 间断 函数 . 连续 函数 具有 一 系列 特殊 性 质 , 而 间 
断 函 数 一 般 来 说 是 不 具备 这 些 性 质 的 . 正 是 这 些 性 质 , 使 连续 函数 的 研究 与 应 用 变 
得 轻松 了 , 因而 研究 这 些 性 质 对 于 数学 分 析 来 说 就 成 了 特别 重要 的 任务 . 

若 lim f(z) = f(a), 我 们 就 说 , 函数 y= f(x) Š z =a 时 (或 者 说 在 点 a) 连 
续 . 或 者 按照 极限 概念 的 定义 ， 它 等 价 于 : 若 对 于 数 f(a) 的 任何 邻 域 V, 都 找 得 到 
数 a 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 任何 ze U 都 有 f(x) e V. 也 就 是 说 , 对 于 函数 在 点 a 
处 的 连续 性 , 首先 要 求 极限 lim f(z) 存在 , 其 次 要 求 这 个 极限 与 函数 在 z = a 处 所 
取 的 值 要 相同 . 不 言 而 喻 ， 第 二 条 不 能 从 第 一 条 E 得 , 函数 


_ z22, 34 z Z 0, 
r= 1 I (3) 


就 是 一 个 例子 . 
首先 要 指出 , 应 当 把 这 个 定义 理解 为 冰 数 的 局 部 性 质 , 即 这 是 一 种 使 函数 在 一 
个 点 可 以 具有 而 在 另 一 点 可 以 不 具有 的 性 质 . 于 是 , 函数 (3) "4 z = 0 时 间断 (EH 
不 连续 ), 而 在 另外 的 任何 z 值 处 却 连 续 . 这 是 一 个 很 重要 的 情况 , 任何 时 候 也 不 应 

忘记 . 

其 次 , 如 果 函 数 在 给 定 区 间 [a, b] 的 每 一 点 上 都 依 前 述 意 义 连续 的 话 , 则 我 们 
称 该 函数 在 区 间 [a, b] 上 连续 . 这 里 在 点 a 处 只 要 求 其 从 右边 的 连续 性 , 即 ,lim, 
f(x) = f(a), 而 在 点 5 处 则 只 要 求 其 从 左边 的 连续 性 , 它 也 由 类 似 的 等 式 确定 , 你 
们 自己 可 以 写 出 来 (如 果 是 开 区 间 (a, b), 则 当然 在 点 a 及 点 5 处 对 函数 没有 要 求 ). 
顺便 指出 , 数学 家 们 早已 采用 了 很 方便 的 记号 : 


— 
— 
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lim f(z) = 


m—a+0 


f(a + 0), 


lim f(z) = f(a — 0), 


借助 于 此 , 函数 f(x) 在 点 a 处 的 连 


f(a + 0) = 


续 


性 的 定义 可 以 写成 十 分 简 
Jf(a— 0) = f(a). 


单 的 式 子 : 


EE 
= 


o 而 只 是 


3.4 有 界 函 数 


现在 我 们 应 当 来 熟悉 函数 的 另 一 性 质 ， 和 连续 性 相反 , 它 不 是 局 部 的 , 而 是 整 
体 的 性 质 , 即 不 需要 先 对 自 变 量 的 个 别 值 (个 别 点 ) 预先 定义 好 一 种 性 质 , 而 是 对 自 
变量 值 的 任 一 个 集合 整体 一 下 子 定 义 好 的 性 质 . 

函数 y = f(z) 称 为 在 集合 M 上 是 有 界 的 , 如 果 此 函数 在 此 集合 上 所 取 的 所 
有 值 都 属于 某 个 区 间 . 很 显然 , 对 此 我 们 可 以 代 之 以 更 明白 的 完全 等 价 的 说 法 : 存 
在 这 样 一 个 正 数 c, 使 得 对 任何 ze M, 都 有 |f(z)| < c. ”更 详细 一 点 , 如 果 存 在 这 
样 的 数 a, 使 得 对 任何 ze M 都 有 f(x) < c(f(z) > c), 则 称 函 数 y 为 在 M 上 (F) 
有 界 . 很 显然 , 有 界 的 函数 应 当 既 是 上 有 界 的 , 也 是 下 有 界 的 . 
有 界 性 不 像 函数 在 区 间 上 的 连续 性 那样 , 它 不 是 对 此 区 间 上 的 一 点 来 给 定 的 条 
在 有 界 性 定义 中 说 到 的 数 c 是 同 整 个 集合 M 一 起 选 定 的 . 在 此 集合 的 每 一 个 
个 别 的 点 上 , 只 要 函数 在 这 rs 这 样 的 数 c 总 是 存在 的 , 这 一 点 是 平 几 
例如 对 点 z 只 要 设 c= |f(z)| 十 1 即 可 . 所 以 , 说 函数 在 一 点 处 有 界 , 必 
是 指 另 一 种 意义 . 这 一 点 下 面 就 要 说 明 . 但 在 此 区 间 上 每 一 所 处 都 有 定义 的 函数 却 
可 能 在 此 区 间 上 是 无 界 的 . 为 说 明 这 一 点 , 可 以 注意 当 z 一 > 一 0 时 tan z 无 限 增 

m 
tanz (0<z< >); 


加 , 因而 函数 
a 
| G3) 
在 区 间 |0, 5| 上 无 界 . 


同 许多 整体 性 质 一 样 , 对 函数 在 已 知 区 间 上 的 有 界 性 也 可 以 找 出 这 相 局 部 
性 质 : 若 它 在 已 知 区 间 上 的 每 一 点 处 成 立 , 则 所 研究 的 整体 性 质 成 立 . 我 们 约定 , 如 
果 函 数 y 在 点 z 的 某 个 邻 域 U 上 有 界 , 则 称 函 数 y 为 在 点 x 处 有 界 (注意 , 这 里 的 
局 部 性 质 是 由 前 面 的 整体 性 定义 确定 的 , 连续 性 时 则 情况 恰恰 相反 ). 我 们 现在 可 以 
@ 原 书 说 的 是 |f(z)| < e, 但 是 改 为 |f(z)| < c 更 好 , 因为 下 面 就 
.如 果 只 用 |f(z)| < c， 若 不 小 心 ， 容 易 引 起 误会 : 画 
所 以 多 数 教材 都 是 用 的 |f(a)| < c. 后 面 几 个 译 者 注 也 都 是 这 样 


E 何 误解 ， 
函数 值 在 


把 flae+0) 和 f(a 一 0) 理解 为 不 是 函数 f(z) 在 
I 某 个 确定 的 变化 中 的 极限 就 行 了 . 


位 


~ 


Jt 


2 2 


P... 


会 说 到 , 函数 有 可 能 取 最 大 值 和 最 
数 一 定 不 能 达到 上 确 界 和 下 确 界 . 
的 . i i 
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断言 : 要 使 函数 y = f(x) 在 区 间 [a, b] ( 闭 的 ) 上 有 界 , 当 且 仅 当 其 在 此 区 间 上 的 每 


一 点 处 都 有 界 . 此 条 件 的 必要 性 从 定义 本 吴 即 可 推 得 ， 
恨 设 区 间 [w 忆 的 每 一 个 数 z 都 含 在 一 个 邻 域 U, 中 , 而 函数 y 在 其 上 有 界 
ABI 


h 
Ë 


,我 们 1 
JH 


A,, 在 其 中 的 每 一 个 | 
FP 最 大 的 , 则 |y| < c 对 任何 ze [op 


c 是 数 GL Co sO H 


得 证 . 


我 们 约定 , 如 果 数 集 N 的 所 有 数 都 包含 于 某 个 区 间 , 则 称 数 
FE 就 等 价 于 , 当 z 值 “ 跑 遍 ”集合 
值 的 集合 N 的 有 界 性 . “集合 N 


很 显然 , 函数 y = 


取 尽 一 切 可 能 的 属于 此 集 


昌 海 涅 - 博 雷 尔 引 理 , 我 们 可 以 找到 区 间 [a, b] 的 


上 函数 y 都 有 界 . 若 在 


因而 无 需 证 明 . 为 证 其 充分 


? 


L. res: 
覆盖 Ai, A5,: 


x i] Ai(i = 


f(z) 在 集 M 上 的 有 界 怕 
合 的 值 ) 


时 该 函数 所 取 的 


1,2,... ,n) 上 |y| < c;, 
都 成 立 , 于 是 我 们 的 命 


今 
题 


伞 
不 


N 为 有 界 集 . 
M( 即 


上 有 界 (或 右 有 界 )” 以 及 “集合 N 下 有 界 (或 左 有 界 )” 的 含义 也 就 不 言 而 喻 了 . 
我 们 称 数 6 为 集合 N 的 上 确 界 , 如 果 
1) 集合 N 不 包含 大 于 8 的 数 ; 


2) 在 数 8 的 任何 邻 域 内 都 可 以 找到 


属于 集合 N 的 数 . 


类 似 地 , 我 们 称 这 样 的 数 a 为 集合 N 的 下 确 界 , 如 果 


1) 在 集合 N 


2) 在 数 a 的 任何 邻 : 


中 没有 比 a 还 小 的 数 ; 


威 内 都 可 以 找到 


属于 集合 N 的 数 . 


很 显然 , 有 上 (下 ) 确 界 的 集合 必 是 界 于 上 (下 ) 的 .? 在 数学 分 析 中 , 有 相当 大 
作用 的 是 其 逆 命 题 . 

定理 ”任何 界 于 上 (F) 的 数 集 必 有 唯一 的 上 (下 ) 确 界 . 

特别 地 , 任何 有 界 集 都 是 既 有 上 确 界 , 也 有 下 确 界 的 . 

证 明 ”我 们 把 所 有 的 实数 依照 下 述 原则 分 成 A 和 B 两 类 : z € A, 若 z 的 右 
边 哪 怕 有 一 个 属于 集合 N 的 点 ; 反之 , W| x e B. 不 难 证 明 , 这 个 分 划 是 一 个 分 割 . 
设 a 是 这 个 分 割 的 界 点 , 我 们 来 证 明 a 是 集合 N 的 上 确 界 . 

首先 来 证 明 a 的 右边 不 会 再 有 集合 N 的 点 . 实际 上 , 车 有 BeN 有 6>a 


则 令 了 = za + 6), 我 们 就 得 到 a 


<y <ñ. J), y> a 得 日 


而 得 证 . 


H yB, ü), 8 >+ K 


前 一 个 关系 知 aa 的 右边 有 集合 N 的 点 , 而 由 第 二 


8 EN 得 出 ye 4, 也 就 是 说 , 我 们 得 到 了 了 矛盾 的 结果 . 
其 次 , 令 U= (oi, o2)(o1 < a < oo) 为 点 o 的 任意 邻 域 . 
很 显然 , al € 4, ao € B. 

个 关系 知 as 的 右边 没有 这 样 日 

是 说 , 数 a 具有 上 确 界 的 两 个 性 质 , 其 存在 性 因 
这 个 上 确 界 是 唯一 的 . 实际 上 , 如 果 集 合 N 有 两 个 | 


马上 就 会 矛盾 : 一 方面 集合 N 不 可 能 包含 大 于 6 的 数 ( 
@ 集合 N 界 于 上 (F), 指 必 有 一 个 数 e 使 N 中 任何 数 z 者 满足 x 
界 , 如 果 N 同时 有 上 下 界 , 则 称 N 为 有 界 . 注意 上 (下 ) 确 界 是 


界 65 和 8( < p'), 则 
因为 6 为 其 上 确 界 ), 而 另 


二 c(z 之 co).c 称 为 N 的 上 (下 ) 


E 一 的 . 译 者 注 
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一 方面 , 它 又 应 当 包 含 大 于 6 的 数 , 因为 它 应 当 包 含 数 8 的 任意 小 的 邻 域 中 的 数 ， 


而 因为 8 > 8, 所 以 Bf 的 任意 小 领域 中 也 包含 大 于 6 的 数 . 
情形 , 定理 的 证 明 完全 类 似 . 


很 显然 , 对 下 确 界 的 


直观 上 , 我 们 应 当 把 已 知 有 界 集 的 确 界 看 成 是 包含 了 此 集合 的 所 有 数 的 那个 最 
小 区 间 的 端点 . 很 明显 , 我 们 可 以 把 上 确 界定 义 为 下 述 的 数 c 中 最 小 的 一 个 : 对 任 


何 ze N 都 应 满足 不 等 式 z < c. 并 且 对 下 确 界 也 可 以 有 类 似 的 定义 ?” 


是 自然 数 ) 就 包含 其 上 确 界 ( 数 1), 但 不 包含 其 下 确 界 ( 数 0) 


有 一 点 很 重要 : 已 给 的 有 界 集合 N 的 每 一 个 确 界 , 可 以 届 于 也 可 以 个 轴 于 此 
集合 . 例如 , 闭 区 间 就 包含 自己 的 确 界 , 而 开 区 间 则 不 包含 , 形 如 的 数 集 (其 中 mm 


如 果 函 数 y = f(x) 在 集合 M 上 有 界 , 则 如 我 们 已 经 指出 过 的 , 它 在 此 集合 上 
所 取 的 值 的 集合 N 有 界 , 因而 依 已 证 明 的 定理 , 应 有 上 确 界 和 下 确 界 . 我 们 称 集合 
N 的 这 些 确 界 为 函数 y 在 集合 M 上 的 确 界 . 即 任何 在 已 知 集合 上 有 界 的 函数 必 


在 其 上 有 唯一 的 上 确 界 与 唯一 的 下 确 界 . 


这 些 确 界 中 的 每 一 个 都 可 能 是 已 知 函 数 的 某 个 值 , 此 时 它 是 函数 在 此 集合 上 的 


最 大 值 或 最 小 值 . 但 也 可 能 有 这 样 的 情形 : 这 个 或 那个 确 界 完 全 不 属于 函数 在 已 知 
集合 上 的 值 的 集合 , 此 时 函数 在 此 集合 上 一 般 没 有 最 大 (或 最 小 ) 值 . 例如 , 函数 


|Ë |! 


z, 340 <rz<1, 
4 = `L 
0， 当 zx=1 


(4) 


很 显然 在 区 间 [0,1] 上 有 确 界 0 和 1. 下 确 界 是 该 函数 的 值 (最 小 值 )( 当 x = 0 及 
z =1 hD), 上 确 界 ( 数 1) 却 不 是 函数 的 值 . 函数 在 区 间 [0, 1] 上 没有 最 大 值 ” 


3.5 ”连续 函数 的 基本 性 质 
现在 我 们 来 确定 连续 函数 的 四 个 极为 重要 的 性 质 . 


引 理 ”如果 函 数 y = f(x) 在 点 a 处 连续 且 f(a) <b, 则 存在 点 a 的 一 个 邻 域 


U, 使 得 对 任何 z € U, 都 有 f(x) < b. 
这 差不多 是 函数 在 一 点 的 连续 性 的 定义 的 一 个 微不足道 


的 推论 . 实际 上 , 如 果 


这 样 选择 数 a 和 6, 使 得 a < f(a) < 8 < 5, 则 由 连续 性 的 定义 , 数 a 有 某 邻 域 使 


得 对 其 中 的 任何 z 都 有 
@ 这 里 的 c 通常 称 为 上 界 . 所 以 可 以 说 上 确 界 就 是 最 小 上 界 . 对 下 界 有 类 


以 的 结论 . 译 者 注 


@ 如 果 N 不 是 界 于 上 (下 ) 的 , 通常 我 们 说 N 以 +oo(—oco) 为 上 ( F) 确 界 , 其 实 这 时 关于 确 界 的 两 


个 性 质 仍 成 立 : 
1) N 中 没有 比 二 co( 一 co 


— 


更 大 (小 ) 的 数 , 实际 上 , 数 当然 不 会 大 (小 


于 +o0(~o00); 


2) 十 co( 一 00) 的 邻 域 即 是 比 某 数 M 更 大 (小 ) 的 数 的 集合 . 所 以 在 任何 邻 域 中 都 有 N 中 的 数 , 也 就 


意味 着 对 任意 M 都 有 ze N 使 z > M(x < M), 但 这 就 是 说 N 是 上 


( F) 无 界 的 , 有 时 我 们 也 说 


的 上 (下 ) 界 都 指 的 是 有 限 数 . 一 一 译 者 注 


在 这 种 情况 下 , N 的 上 (下 ) 确 界 是 二 oo( 一 00). 但 要 注意 , 下 面 的 连续 函数 有 界 性 定理 (定理 1) 中 


3.5 连续 函数 的 基本 性 质 . 39 . 


o < f(z) < 0 <b. 
即 为 所 求 . 
不 言 而 喻 , 引 理 的 表达 中 若 以 > 号 代替 < =, 引 理 仍 然 成 立 . 
定理 1 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 的 函数 y= f(z) 必 在 此 区 间 上 有 界 . 
证 明 时 注意 到 在 区 间 [a,b] 上 连续 的 函数 y 在 此 区 间 的 每 一 点 处 连续 . < 入 
是 区 间 |a, b| 上 的 任 一 点 , 由 连续 性 的 定义 可 知 , 存在 数 和 的 邻 域 U, 使 得 对 任何 
Z EL 都 有 


JUA) 一 1< f(z) < fO) + 1, 

这 就 表明 : 函数 f(z) 在 邻 域 U 上 有 界 (其 所 有 值 均 包含 于 某 个 区 间 内 ). 也 就 表明 
它 在 点 和 处 有 界 (因为 在 一 点 处 的 有 界 性 我 们 已 经 定义 为 在 此 点 的 某 个 邻 域 上 的 
有 界 性 ). 在 闭 区 间 [c, 的 任何 一 点 都 有 界 的 函数 y, 正如 我 们 上 面 所 看 到 的 那样 ， 
应 当 是 在 整个 区 间 上 有 有 界 的 . 

定理 2 在 闭 区 间 [a,b| 上 连续 的 函数 y= f(z) 在 区 间 上 有 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 明 ”根据 定理 1, 函数 y 在 区 间 [c, 上 有 界 , 这 就 意味 着 在 其 上 有 下 确 界 
a 和 上 确 界 6. 只 需 证 明 这 些 确 界 也 是 函数 y 的 值 就 行 了 . 作为 例子 , 我 们 证 明 上 
确 界 0. 

如 果 8 不 是 函数 y 在 区 间 [w 上 的 值 , 则 表明 对 此 区 间 的 所 有 z 有 f(x) < 0. 
W 8, 是 介 于 f(z) 与 8 之 间 的 任意 一 个 数 , 因而 有 f(x) < B, < 0. 根据 引 理 , 应 
有 包含 点 z 的 邻 域 到, 对 于 任何 w 8 Ui, 应 有 f(x') < Bi. 对 区 间 [a, b| 上 的 所 有 
点 z 作出 的 邻 域 组 U, 覆盖 了 此 区 间 , 因而 依据 海 涅 - 博 雷 尔 引 理 , 其 中 有 有 限 个 
开 邻 域 U... Ui,,… ,Uz,,, 也 覆盖 了 区 间 [a, b]. 但 对 区 间 UV、 的 任意 的 数 z 都 有 
f(z') < Bi, 以 8' 来 表示 数 po Bs,,… ,Bz,, 中 最 大 的 一 个 , 则 我 们 看 到 , 对 任何 
z € |a, b] 都 有 


f(z) < 0' < 0, 

因此 8 不 可 能 是 函数 f(z) 在 区 间 [ab] 上 的 上 确 界 . 所 得 之 矛盾 也 即 证 明了 定理 . 

前 面 我 们 看 到 过 在 已 知 闭 区 间 上 没有 最 大 值 的 有 界 函 数 的 例子 (参见 函数 (4)), 
现在 我 们 知道 , 这 只 对 间断 函数 才 可 能 . 实际 上 , 函数 (4) 在 z = 1 处 间断 . 

重要 的 是 还 要 强调 : 定理 2 仅 对 闭 区 间 的 情形 成 立 ， 因 为 甚至 如 y = z 及 
y = z2 这 样 最 简单 的 函数 , 在 开 区 间 上 就 没有 最 大 值 或 最 小 值 . 

定理 3 ”车 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,0] 上 连续 , H f(a) <! < f(b) 或 者 f(a) > 
n> f(b), 则 在 区 间 [a,b| 上 可 以 找到 至 少 一 个 数 c, 使 得 f(e) = n. 

简单 地 说 , 连续 函数 在 其 任何 两 个 值 之 间 应 当 必 须 经 过 所 有 的 中 间 值 . 当然 , 一 
般 来 说 , 间断 函数 不 具有 这 个 性 质 ， 如 狄 利克 雷 函 数 在 任何 区 间 上 都 取 值 0 和 1， 
而 不 会 取 0, 1 之 间 的 任何 一 个 中 间 值 . 对 函数 (4) 我 们 有 


. 40. 第 


但 对 区 间 (2.1) 上 的 任何 = fü) 都 不 了 


1 


FP 间 值 


1: 


定理 3 的 证 明 ”首先 设 f(a) < 0,f(b) > 0, 而 取 y= 0, 现在 要 求证 明 f(z) 


在 区 间 [a, b] 的 某 个 内 点 处 变 为 零 . 
中 的 一 半 上 函数 f(z) 在 其 端点 处 有 不 同 的 符号 , 于 是 我 们 将 这 一 半 再 
又 选取 一 半 , 使 得 f(z) 在 其 端点 处 取 不 
间 套 . 设 a 为 其 


显然 , 在 其 


— A 
二 等 分 ， 


得 到 一 个 收缩 的 区 


可 能 的 ， 


依 本 节 开 始 处 的 引 理 就 
内 为 U 包含 了 上 述 的 收缩 


4 


点 ,依照 


和 


段 设 不 是 这 样 , 则 我 们 # 


同 的 符号 
假设 f(a) 


一 各 
二 等 分 . 


巴 区 间 |a, b] 


很 


这 样 一 来 , 我 们 就 
0. 但 若 f(a) 
it 有, 点 a 的 某 个 邻 域 U 中 的 所 有 x 都 有 f(x) > 0. 这 是 不 
区 间 套 中 的 无 限 多 个 区 间 , 而 在 其 每 一 个 区 间 的 


> 0, IIJ 


端点 处 f(x) 都 取 不 同 的 符号 . 用 同样 的 方法 可 以 证 明 f(a) < 0 也 是 不 可 能 的 . 所 


得 到 的 矛盾 结果 也 就 证 明了 我 们 的 命题 . 
最 后 , 若 Z 0, 则 上 只要 对 函数 f(x) 一 4 应 


JH 3 成 立 . ” 
在 


为 重要 价值 的 新 概念 . 你 们 当然 记得 , 连续 性 是 函数 的 
已 知 区 间 上 连续 的 函数 ”, 这 个 


意味 着 在 区 间 上 的 每 一 点 处 的 连续 性 , 而 决 不 多 


上 改变 此 概念 的 局 部 性 质 . 但 是 , 可 以 


用 我 们 刚刚 得 到 的 结果 , 就 可 证 明定 


述 连 续 函 数 的 第 四 个 性 质 之 前 , 我 们 需要 引入 一 个 对 研究 这 类 函数 有 着 极 
局 部 性 质 . 尽管 我 们 说 “在 
青 况 一 点 也 没有 改变 . 因为 在 区 间 | 


的 连续 性 就 只 
意味 着 其 他 , 因而 不 会 在 任何 程度 


用 男 外 的 方式 表述 函数 在 已 知 区 间 上 连续 这 


个 想法 , 而 且 使 之 具有 整体 的 特征 , 即 不 是 直接 地 从 某 些 局 部 性 质 出 发 , 而 是 在 整 
个 区 间 上 描述 函数 的 特征 . 
我 们 约定 , 如 果 函 数 具 有 下 述 性 质 : 对 于 无 论 怎样 小 的 正 数 e, 总 存在 另 一 个 


正 数 ó, 使 得 对 区 间 [a, b] 上 任意 的 彼此 相距 小 于 6 的 数 z, 和 x2, 都 有 


Q@ 这 个 定理 更 好 的 表述 如 下 : 设 M,m 是 闭 区 间 
2, 它们 是 存在 的 ), 则 对 作 


f(z1) — f(z2)| < 8, ° 
则 称 函 数 y = f(x) 在 区 间 [a, 上 为 一 致 连续 的 . 


F 意 满足 不 等 式 m < , < M 


的 a, 一 定 能 在 


[a, 上 的 连续 函数 f(z) 的 最 大 和 最 小 值 (由 定理 
5 闭 区 间 中 找到 (至 少 ) 一 个 


e 使 得 f(c) = n. 多 数 教材 都 是 这 样 表述 的 . 证 明 时 可 以 分 儿 种 情况 . 若 m = M, 则 此 函数 恒 取 常 


数值 m = M , 这 时 


用 定理 3 的 证 明 . # 
f(b)). 按 原 


民 据 同 


书 的 表述 法 ， 


a,b] 中 的 一 切 点 都 可 以 作为 c. 因此 我 们 设 m 
理 2 可 知 , 一 定 存在 c:a < c < b, 使 f(c) = 


样 的 理由 , 定理 3 的 表达 中 
无 异 于 添加 了 一 个 条 件 : f(a 


@ 即 对 任意 e > 0 必 有 可 


找到 


E 数 6, 使 当 |zl — zə| < ó 时 


) 关 f(b), 而 这 是 不 必要 的 . 
| |f (zi) — f (2) 


于 区 间 [a,b] 上 任意 两 点 zl, z2( 只 要 |z1 一 z2| < ó), 因此 是 不 依赖 于 zi,z2 的 . 


< z. 6 只 取决 了 


< M. # u = 和 (或 MD), 则 由 定 
m( 或 M), 定理 得 证 . 如 果 m < < M, 则 可 以 使 
应 该 改 为 f(a) S x < f(D)( 或 f(a) > u 2> 


译 者 注 
F =, 而 适用 
译 者 注 
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可 以 看 出 , 这 个 定义 不 是 关于 任何 个 别 的 , 而 是 力求 描述 函数 在 整个 区 间 [a, b| 
上 的 特征 . 也 就 是 说 , 在 彼此 充分 接近 的 两 点 处 , 其 函数 值 也 应 该 是 任意 接近 的 . 至 
于 为 什么 称 这 类 连续 性 是 “一 致 的 ", 其 所 有 的 独特 之 处 正在 于 : 这 里 要 求 的 是 对 
已 知 区 间 任 何 位 置 上 函数 性 质 的 某 种 一 致 性 , 点 zz 和 zs 可 以 选 自 区 间 [a,9] 上 的 
任何 地 方 , 只 要 它们 彼此 之 间 的 距离 小 于 数 ó. 

完全 明白 的 是 , 在 区 间 [a, 上 一 致 连续 的 函数 , 必然 在 此 区 间 的 每 一 点 处 连 
续 (从 而 在 整个 区 间 上 连续 ). 因为 由 一 致 连续 性 , JX |z — a| < 6 可 以 推出 |f(z) — 
f(o)| < =, 即 对 数 f(a) 的 任何 令 域 V(f(a) — £, f(o) + g), 都 可 以 找到 数 a 的 邻 域 
U(a 一 6,a 十 0), 使 得 当 z € U 就 能 推 得 f(x) e V. 这 就 表明 函数 f(z) 当 z = a 时 
连续 . 特别 重要 的 是 , 逆 命 题 也 成 立 : 从 函数 y 在 (BJ) 区 间 |a, b] 上 的 任何 一 点 的 
连续 性 可 推 得 其 在 此 区 间 上 的 一 致 连续 性 . 也 就 是 说 , 一 致 连续 性 的 需求 并 没有 把 
连续 函数 的 类 缩小 (只 要 谈 到 的 是 闭 区 间 ). 

定理 4 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 每 一 点 处 都 连续 的 函数 y = f(x), 在 此 区 间 上 一 
致 连续 . 

对 于 开 区 间 该 定理 不 成 立 . 例如 , 函数 y = sin 很 显然 在 开 区 间 (0, 1) 上 的 
每 一 点 处 都 连续 , 但 在 此 区 间 上 不 一 致 连续 . 因为 无 论 5 > 0 如 何 小 , 总 可 以 (在 千 
近 零 处 ) 找到 彼此 距离 小 于 5 的 两 个 点 , 但 在 其 上 函数 值 的 差 却 大 于 1. 

定理 4 的 证 明 “” 设 函数 y 在 区 间 [a, 上 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 对 此 区 间 的 
任何 一 点 z, 都 可 以 找到 数 ó, > 0, 使 得 当 zi 及 za 属于 区 间 (z — bc,z 二 0z) 时 有 


[f(z21) — f(z2)| < < 


这 是 因为 


[f(z1) — f(z2)| < |f/(zi) — FT) + f(z) — f(z2)), 
当 ó, 充分 小 时 , 可 以 使 


[Fn = 70) < o. |#G)=y@)| <o, 


所 以 有 |f(z1) — f(zə)| < z, 我 们 以 4s 来 表示 区 间 (=- um 55). 很 显然 
所 有 这 些 区 间 A, 的 全 体 覆 盖 了 区 间 |a, t]. 因此 依照 海 湿 博 雷 尔 引 理 就 存在 着 有 
限 多 个 区 间 A, 的 组 M 也 获 盖 了 区 间 [a, b|. 设 5 是 区 间 组 M 中 长 度 最 小 的 一 个 
区 间 的 长 度 , 并 设 mi 及 zo 为 区 间 asi] 上 彼此 距离 小 于 35 的 两 个 任意 点 . 可 以 
断言 |f(z1) — f(zo)| < <( 即 定理 4 所 要 证 明 的 ) 实际 上 , 点 zi 属于 区 间 组 M 的 
区 间 A, (= - són z+ 2 但 此 时 距 x 不 超过 18 < 14, 的 点 za 属于 区 


> 


不 
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间 (z = Óx, Z + ó), 其 中 
[f(z21) — f(z2)| < =. 


3.6 ”初等 函数 的 连 


你 们 当然 知道 ;任意 多 个 连续 函数 的 代数 和 以 及 积 也 是 连续 函数 ， 两 个 连续 
函数 的 商 在 分 母 不 为 零 的 每 个 区 间 上 连续 . 所 有 这 些 命题 不 仅 在 局 部 上 , 而 且 在 整 
体 上 部 是 正确 的 ， 也 训 是 说 ,我 们 次 的 连续 性 是 在 一 点 血 续 也 好 或 是 在 区 间 上 连 

续 也 好 , 或 者 最 终 是 一 至 连续 性 也 好 , 这些 命题 都 是 正 2 ?所 有 这 些 命题 的 证 
明 可 以 在 任何 分 析 教 程 里 找到 , 它们 并 没有 什么 原则 性 的 意义 , 这 里 我 们 不 去 重复 
它们 

相当 有 意义 的 问题 是 关于 被 称 为 初等 函数 的 连续 性 问题 . 这 是 不 大 的 一 类 函 
数 , 初等 数学 就 是 对 它们 进行 讨论 , 并 且 在 高 等 数学 中 仍然 完全 保留 了 其 引导 入 站 
的 作用 . 首先 , 几乎 所 有 这 类 函数 的 函数 值 是 通过 自 变 量 值 利用 六 种 基本 的 代数 运 
算 而 得 到 的 , 其 次 是 不 多 的 几 个 超越 函数 , 三 角 函数 ( 正 函数 和 反 函 数 )、 指数 函数 
和 对 数 函 数 , 最 后 , 其 中 也 包括 上 面 列举 的 种 种 函数 的 有 限 组 合 , 如 22(1 — rsin z) 
或 者 cos2* 等 . 

初等 函数 基本 上 都 是 连续 的 , 只 是 其 中 有 几 个 在 某 些 点 处 出 现 间断 ($s= 
0 时 , tanz 34 z= > 工 时 ， 等 等 ”). 但 并 不 是 对 所 有 这 些 初等 函数 证 明 这 一 点 都 很 轻 
E. 分 析 教 程 中 通常 对 此 都 没有 完整 地 考查 , 然而 这 又 是 有 重要 价值 的 , 所 以 我 们 
必须 就 此 做 出 几 点 注释 
首先 , 很 容易 确定 所 有 的 多 项 式 在 自 变量 的 任意 值 处 的 连续 性 ， 实际 上 , 因为 
对 任意 多 项 式 P(z) 以 及 任何 数 a, 22 P(z) — P(a) 代数 上 都 可 以 被 差 za 整除 而 
不 带 余 项 ( 贝 祖 定理 ), 所 以 

P(a) — P(a) = (z — a)Q(a), 
其 中 Q(z) 是 多 项 式 . 因为 多 项 式 Q(z) 很 显然 是 在 点 a 处 有 界 的 , 由 此 得 当 z — a 
时 P(z) — P(a), 即 多 项 式 P(z) 在 点 a 处 连续 . 其 次 , 从 多 项 式 的 连续 性 直接 推 得 


任何 有 理 分 式 P 在 任何 区 间 上 的 连续 性 , 只 要 在 其 中 的 点 上 P, (z) 不 变 为 零 


对 三 角 函 数 问题 的 解决 也 是 很 简单 的 . 公式 


Tia 
sln z — sin ag = 2 cos 


然 也 包含 z1. 按照 数 6, 的 定义 , 由 此 我 们 确实 就 得 到 了 


A 


£, — G 
° 
@ 在 讨论 商 的 一 致 连续 性 时 , 需要 假定 我 们 是 在 闭 区 间 上 讨论 的 . 例如 了 (z) = z 在 (0, 1) 上 一 致 连续 ， 
但 1/f(z) = 1/z 在 (0, 1) 上 虽然 连续 , 却 不 一 致 连续 , 甚至 不 是 有 界 的 . 译 者 注 
@ 注意 , 函数 二 和 tan z 在 其 整个 定义 域 上 连续 . 在 所 谈 到 的 这 些 函数 的 间断 点 处 , 这 些 函 数 没有 定 
义 . 关于 这 些 间 断 点 请 参看 后 面 关于 间断 点 的 一 节 . 


sin 
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以 及 由 此 推 得 的 不 等 式 


|sinz— sina|l<2 sin 二 一 “ <2 = = |z — a| 
2 2 
表明 当 z — a 时 sinz 一 sina, 即 正弦 是 连续 函数 . 完全 类 似 地 , 可 确定 余弦 的 连 
续 性 . 由 此 得 出 函数 . 
sin z 
y= tanz = 
cos z 


在 所 有 的 cosz Z 0 的 z 值 处 连续 , 即 对 形 如 xz Z (2k+1) 的 z 值 连 续 , 其 中 为 
任意 整数 . 
指数 函数 az 的 连续 性 的 证 明 要 复杂 一 些 . 为 明确 起 见 , 我 们 假设 a > 1, 因而 
函数 y = az 是 增 函 数 . 我 们 先 来 证 明 当 z 一 0 时 a” 一 a = 1. 为 明确 起 见 , 再 
设 z 一 +0, 即 只 对 正 值 z 研究 az. 当 z 一 -0 时 的 情形 可 以 完全 类 似 地 解决 . 当 
ZX>0 时 a? >1, 且 要 证 xz 一 十 0 时 浮 数 ar — 1, 只 需 证 明 对 于 无 论 怎样 小 的 s > 0, 
当 z > 0 充分 小 时 az <1+s. 但 对 任意 的 自然 数 nn 有 
(1 二 ss 三 1 十 ne 十.… > ne, 
由 此 得 , 当 n — +oo 时 , (1 十 e)” 一 十 oo. 这 就 表明 对 于 充分 大 的 n, 
(lie)? >a, ax <1+e. 
又 因 az 为 增 函 数 , 则 对 所 有 充分 小 的 正 z 有 
1l1<a” <1+ =, 
即 实际 上 当 x 一 0 时 a? 一 1. 接 下 来 的 证 明 就 简单 了 . 关系 式 
ax 一 ac 一 ac(ar — 1) 
表明 , 当 x 一 a 时 函数 a* 有 极限 oa, 即 函 数 对 任何 z 值 连 续 . 
无 理 函 数 ”、 对 数 函 数 和 反 三 角 函 数 的 连续 性 问题 现在 可 以 用 反 函 数 的 连续 性 
的 一 般 理 论 加 以 解决 : 如 果 函 数 y = f(x) 在 区 间 [a, b] 上 是 连续 的 且 是 增加 的 ， 
则 其 反 函 数 z = p(y) 也 在 区 间 [a, 8] 上 连续 , 其 中 a = f(a),B = f(b). 实际 
L, 设 y 为 区 间 [a, 8] 上 的 任意 一 点 . 需要 证 明 


li p(y) = p(). 


E 设 一 7 一 0 即 y 从 下 方 趋 近 于 y， 因 为 同 函 数 f(z) 一 样 , 反 函 数 p(y) 也 是 
增 函 数 , 所 以 n (U) 在 任何 情况 下 都 存在 . 我 们 用 c 表示 这 个 极限 并 且 证 明 
c= 9(). 


@ 虽然 什么 是 有 理 函数 是 有 明确 定义 的 , 什么 是 “无 理 函数 ” 则 没有 明确 定义 . 作者 这 里 似乎 是 指 宕 函 
数 y 二 z" 的 反 函 数 y = zw n 为 正 整数 . 译 者 注 


` 
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因为 函数 f(z) 连续 且 当 y 一 7 一 0 时 yp(y) 一 ec 则 当 y 一 7Y-0 时 y= 
fle()] 一 Fo, 由 此 得 f(c) = y. 这 可 以 直接 得 到 : c= wp[f(O] = 2(7), 即 


二 2 


又 因为 我 们 同样 容易 证 明 


im (u) =i), 


则 有 


p(y) = 2(T)， 


即 为 所 要 证 明 的 . 
要 想 不 进行 特别 的 研究 而 有 可 能 断言 gsinz、23** -各 之 类 的 复合 初等 函数 的 
连续 性 , 还 需要 如 下 的 “关于 函数 的 函数 的 连续 性 的 定理 ”. 

如 果 y = f(z) 当 a<<x<b 时 是 连续 函数 ,而 z= p(y) 5 o < y < B W < i£ 
续 函 数 , 其 中 o 和 是 函数 f(z) 在 区 间 [o, 上 相应 的 最 小 值 与 最 大 值 , 则 函数 
z 二 wp[f(z)] 在 区 间 [a, b] 上 连续 . 

证 明 W c 是 区 间 [wa 上 的 任 一 点 , f(c) = ,wp(7)) = po[fol = 总 令 克 是 
点 & 的 任何 一 个 邻 域 . 根据 函数 p(y) 的 连续 性 , 存在 着 点 y 的 一 个 邻 域 V, 使 得 当 
ye V 时 有 p(y) £ W. 最 后 , 由 于 函数 f(z) 的 连续 性 , 存在 着 点 c 的 一 个 邻 域 U, 
使 得 当 xz ee U 时 有 f(x) € V. 这 就 表明 yp[f(z)] e W. 因为 W 是 点 = fle(c)] 的 
任意 的 一 个 邻 域 , 则 由 此 得 出 


lim fle(z)] = fle(e)], 
即 函 数 f[e(z)] 在 区 间 [wa 上 的 任意 点 c 处 的 连续 性 得 证 . 


3.7 ”函数 在 一 点 处 的 振幅 


引入 函数 在 已 知 闭 区 间 上 及 已 知 点 上 的 振幅 概念 后 , 我 们 将 得 到 研究 间断 函数 
的 一 个 最 为 方便 的 方法 . 设 在 闭 区 间 [a, b] 上 ( 除 有 限 个 点 外 ) 都 有 定义 的 任意 函 
数 f(z). 若 它 在 此 区 间 上 无 界 , 则 我 们 可 以 说 , 它 在 此 区 间 上 的 振幅 等 于 +oo; 若 
它 有 界 , 我 们 将 把 它 在 此 区 间 [外 上 的 上 确 界 M 与 下 确 界 m Z2 M — m 称 为 
它 在 此 区 间 上 的 振幅 . 在 任何 情况 下 , 我 们 都 以 符号 wy(a,5) 来 表示 函数 f(x) 在 区 
间 [a,b] 上 的 振幅 . 

知 财 区 间 [a', 0 是 闭 区 间 |a, b] 的 一 部 分 ( 即 如 果 a < a < V < b), 则 显然 有 : 
函数 f(z) 在 区 间 [a',0] 上 的 确 界 M' 和 m' 将 服从 不 等 式 m<m < M' < M, 
而 有 wy(a,5) < or(a,b). 所 以 , 若 我 们 在 区 间 [中 上 选取 任意 一 点 e °, 并 以 闭 
邻 域 [a, 8] 包围 它 且 让 此 邻 域 的 端点 a 及 8 趋 近 于 点 c, 则 随 这 种 趋 近 而 改变 的 


@ 在 该 点 处 函数 可 能 是 没有 意义 的 . 


3.7 ”函数 在 一 点 处 的 振幅 


< 
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wi(a,8) 在 任何 时 候 也 不 会 增加 , 要 么 减少 , 要 么 是 常数 ， 又 因为 振幅 wj(a, B) 是 
非 负 的 , 下 有 界 的 , 则 由 第 一 讲 的 引 理 1, 它 应 该 在 此 时 趋 于 某 个 极限 , 我 们 表 之 以 
ur(a) 并 称 之 为 函数 f(z) 在 点 e 处 的 振幅 . 这 就 是 说 

ur(g = lim oey(a,0). 


B 一 c 十 0 

引入 此 概念 可 以 重新 认识 函数 在 已 知 点 处 的 连续 性 , 如 下 面 所 述 . 

定理 ”要 使 在 点 c 处 有 定义 的 函数 f(x) 在 该 点 c 处 连续 , 当 且 仅 当 有 wy(c)=0. 

证 明 1) 设 wj(c) = 0. 这 就 表明 在 点 c 的 充分 小 的 邻 域 U(a,6) 内 , 函数 f(c) 
的 振幅 会 变 得 任意 小 . 又 因为 很 显然 有 , 对 任何 z 8 U, 

[f(z)— fl < M— m= wi(a,p) 

(其 中 M 和 m 为 函数 f(z) 在 邻 域 UV 上 的 确 界 ), 所 以 , 当 z 8 U HP |f(z)— f(e)| 
可 以 任意 小 . 此 即 表明 函数 f(x) 在 点 c 处 连续 . 

2) ” 若 w(c) = w > 0( 这 里 w 是 一 个 数 , o = +oo 的 情况 下 面 再 说 ), 则 无 论 取 
点 c 的 哪 一 个 邻 域 U(a,), 总 有 M 一 m > o. 由 上 确 界 和 下 确 界 的 定义 , 能 在 (a, 妇 
中 找到 a 和 6, 使 得 


Je) < mit 
LU 
从 而 f( )— f(e) > M —m — Z > Z- 但 


J(0) — f(e) = |/(0) -ol+[Ac — f(o)], 
H /6)- f(o) > wy/2 推 得 , 右边 的 两 项 中 人 至少 有 一 个 > +: 这 就 是 说 , 存在 着 区 间 
(a,b) 的 一 点 z, 使 得 


[fa = f(Ə)| 2 2. 
因为 邻 域 U 是 任意 的 , 则 函数 f(z) 不 可 能 在 点 c 处 连续 . 

3) 若 w(c) = +co, 由 振幅 的 定义 可 知 , 在 包含 c 点 的 任意 区 间 (a,5) 中 , f(z) 
在 其 上 的 上 下 确 界 之 差 可 以 任意 大 , 特别 是 上 确 界 应 该 大 于 任意 大 的 M > f(o)， 
而 可 以 在 此 区 间 中 找到 一 点 8, 使 f(8) > M. 又 因为 f(x) 在 此 区 间 上 的 下 确 界 必 
< f(o), 所 以 一 定 存在 一 点 a, 使 f(a) < f(c) + 1. X PE 


f(6)— f(a) 2 M — f(e) 2 [f(e) t e] — [/(e) + 1] = 1. 


但 是 


f(6) — f(e) =[f(6) — FO + [fo — f(o)], 
@ 这 一 段 译 者 作 了 较 大 的 修改 和 补充 , 增加 了 w(c) = +oo 的 情况 . 一 一 译 者 注 
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而 


也 就 是 说 , 在 含 c 的 任意 区 间 (a, b) 中 ， 


所 以 f(x) 在 
若 函 数 如 


不 再 讨论 ) 上 振幅 


E 某 个 点 (在 该 点 


c 点 处 不 连续 . 


(e) — f(e)| 2 


F 它 可 能 没有 定义 , 但 


且 右 边 两 项 均 为 非 负 , 所 以 至少 有 一 项 , 设 是 f(0) — 


1/2, 


一 定 能 够 找到 一 点 


Fo, 不 小 于 即 


日 这 时 仍然 可 以 定义 o (c), 我 们 
晶 大 于 零 ， 则 说 它 在 该 点 间断 , 已 知 函 数 在 其 上 连续 的 点 为 简便 计 


称 为 连续 点 , 而 在 其 上 间断 的 点 则 称 为 间断 点 . 我 们 看 到 , 在 连续 点 处 wj(c) = 0, 
而 在 间断 点 处 wy(c) > 0 


3.8 


然 条 件 


(e) 


在 已 知 点 的 振幅 , 能 


间 [a, 8) 上 的 值 


间断 点 
上 面 的 情形 给 了 我 们 一 个 理 


可 以 用 来 当 作 函数 在 任意 靠近 c 点 处 的 值 彼此 间距 离 的 
c 处 间断 与 否 . 这 就 是 说 , 我 们 称 量 w 


特征 的 尺度 ， 


决定 了 其 在 点 


区 间 |a, 8] IJ 8 ec 


来 尝试 把 各 种 可 能 的 间断 点 进行 某 种 归 类 . 
> 0 把 间断 点 与 连续 点 区 分 开 来 , 那么 我 们 当然 期 望 量 wy(c), 即 函数 
成 为 函数 在 已 知 点 处 间断 性 的 一 
意 到 量 wy(c) 的 定义 , 我 们 的 这 个 期 望 就 会 更 强 了 , 因为 wy(a,B 
之 间 互 相 分 离 的 尺度 . 当 


合理 旦 方便 的 度量 . 


— 


尺度 . 


/(O) 为 函 


是 函数 f(x) 在 区 
必 缩 时 , 这 个 量 的 极限 
E 是 该 函数 这 样 一 种 


既 


如 果 注 


数 f(z) 


在 c 点 处 间断 的 尺度 . 这 使 得 我 们 可 以 按照 所 谓 “间断 的 程度 ”来 比较 各 种 各 样 的 


间断 点 , 来 看 函数 在 这 些 点 处 的 表现 , 特 
无 界 的 那些 点 处 (wjy(c) = 

与 间断 的 尺度 (或 者 说 函数 在 
Ë 4 的 
joo 3k f(x) 在 区 间 [a, b] 上 的 每 一 点 处 的 间断 的 度量 ( 即 振幅 ) 都 不 
小 的 正 数 s, 都 可 以 找到 另外 一 个 正 数 5, 使 得 在 任何 
5 数 f(z) 的 振幅 都 不 会 超过 X+ e. 
数 ”. 
明定 理 


是 关于 一 
定理 


im, 


题 ， 


超过 数 入 > 0, 则 对 无 论 怎 么 
长 度 < 6 的 区 间 上 , 函 

我 们 可 以 把 这 类 函数 称 为 “ 精 丰 
恰好 得 到 定理 4 你 们 可 以 毫 无 困难 


十 co). 


致 连续 性 


别 是 , Ë 


的 定理 


E 一 点 处 的 振幅 ) 概念 
个 直接 的 


确 到 入 的 连续 函 


函数 的 最 大 间 上 断 性 


Er 


当然 可 能 是 在 其 


密切 相关 的 是 一 个 重要 的 命 


EI. 1, 


特别 是 当 


地 按照 我 们 在 证 


证 明 


府 


别 是 在 


积分 学 中 . 


EFE 这 一 局 部 性 质 , 都 有 其 整体 的 等 价 物 . 我 们 所 证 
Ph. 后面 有 一 讲 中 我 们 还 要 遇 到 它 . 


新 定理 , 区 别 仅 在 于 现在 将 以 数 入 + s 来 代替 前 述 的 =. 
这 样 , 你 们 看 到 不 仅仅 是 局 部 的 连续 性 ， 


入 = 0 时 , 我 们 
4 时 所 使 用 的 方式 来 


还 有 函数 在 已 知 点 处 间断 的 度量 有 限 


明 的 定理 


有 看 


系列 的 应 用 , 特 


3.8 间断 点 .47 . 


对 于 间断 点 而 言 , 还 有 另 一 种 十 分 重要 的 分 类 方法 , 即 不 是 按照 其 量 值 进行 比 
较 , 而 是 按照 其 间断 的 方式 . 我 们 知道 , 等 式 f(a 十 0) = f(a) = f(a 一 0) 可 以 作为 函 
数 f(z) 在 点 a 处 连续 性 的 判 据 . 可 能 有 这 种 情况 , (a + 0) 和 f(a — 0) 都 存在 , 但 
至 少 其 中 之 一 不 等 于 f(a), 这 时 我 们 称 点 a 为 函数 f(z) 的 第 一 类 间断 点 .也 就 是 
说 , 这 一 类 间断 点 的 特征 为 : 无 论 从 右边 还 是 左边 趋 近 于 它 时 , 函数 f(z) 的 极限 都 
存在 , 但 这 两 个 极限 彼此 不 相等 , 或 者 它们 两 个 相等 , 但 却 不 等 于 在 该 点 处 的 函数 
值 . 图 13 给 出 了 前 一 种 间断 点 的 例子 (这 里 函数 在 间断 点 的 值 可 以 是 任意 的 ), 图 
14 给 出 了 另 一 种 图 形 

第 一 类 间断 点 是 最 简单 的 一 类 间断 点 , 研究 它们 相对 容易 , 这 当然 归 因 于 极限 
f(a+0) 及 f(a 一 0) 的 存在 . 所 有 其 他 的 间断 点 称 为 第 二 类 间断 点 . 这 就 表明 在 第 
二 类 间断 点 上 , 函数 至 少 在 趋 于 该 点 的 两 个 方向 (右边 或 左边 ) 之 一 不 会 趋 于 任何 
极限 . 我 们 展 次 提 到 过 的 函数 y = sin 了 在 z = 0 处 是 这 种 性 态 的 十 分 有 教 益 的 例 
f (图 15). 在 包含 0 在 内 的 任何 区 间 上 , 函数 的 上 确 界 等 于 +1, 下 确 界 等 于 —1, 
因此 wy(0) = 2. 我 们 在 本 讲 开始 研究 过 的 狄 利克 雷 函 数 , 很 显然, 在 每 一 点 处 都 有 
第 二 类 间断 . 


内 
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3.9 ”单调 函数 


如 果 当 a < z, < z> 5 时 总 有 f(z1) < f(z2), 则 函数 y = f(z) 称 为 在 区 间 
[c, 上 是 不 减 的 . í f(x1) < f(z2) 则 称 为 是 增加 的 , 或 上 升 的 , 或 严格 增加 的 . 如 
果 当 a < zi < zo < b IJ Ad f(z1) > f(x2), 函数 f(z) 称 为 在 区 间 |a, b| 上 是 不 增 
BJ; 若 f(z1) > f(z2) 则 称 为 是 下 降 的 (或 严格 下 降 的 ). 不 减 函 数 与 不 增 函 数 一 起 
构成 单调 函数 类 . 单调 函数 具有 一 系列 特别 的 性 质 , 使 得 它 在 许多 情况 下 成 为 方便 
的 研究 工具 . 
首先 , 任何 在 给 定 闭 区 间 |a, b| 上 单调 的 函数 f(x) 在 此 区 间 上 有 界 (通常 设 区 
间 是 闭 的 , 对 开 区 间 而 言 结论 可 能 不 成 立 , 例如 函数 y = -在 开 区 间 (0, 1) 上 是 单 
调 的 , 但 是 无 界 ). 实际 上 , 当 a < z < b IF, f(z) 介 于 f(a) 与 f(5) 之 间 . 其 次 , 很 
显然 , 其 在 闭 区 间 端 点 处 的 值 f(a) 和 f(b) 正 是 单调 函数 的 确 界 . 这 些 数 也 是 函数 
f(x) 在 闭 区 间 [a, b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

单调 函数 可 能 有 间断 点 , 从 图 13 中 我 们 一 看 就 明白 . 但 这 种 函数 的 间断 不 仅 
按 其 特征 , 而 且 按 其 量 值 来 讲 都 是 有 界 的 . 首先 , 由 有 界 性 , 单调 函数 不 可 能 有 度量 
为 无 穷 的 间断 . 其 次 , 单调 函数 f(x) 间断 的 度量 超过 任何 一 个 正 数 r 的 点 的 个 数 
在 区 间 [a, 避 上 不 会 多 于 直人 — f(e)| 实际 上 ,为 确定 起 见 , 设 FO) > f(a), B 


区 
设 函 数 f(z) 在 区 间 [a, b] Lf 个 这 样 的 点 , 在 每 一 个 这 样 的 点 上 该 函数 间断 的 
度量 都 超过 z. 我 们 自 左 至 右 , 以 cl ca,…… ,cn 来 表示 这 n 个 点 , 因而 对 任意 小 的 
ze>0 有 


f(cxi+e)—f(cn—e)>7T (Il<k<n); 
如 果 我 们 选择 = 充分 小 使 得 a < cl - s,cn + £ <b( 这 总 是 可 能 的 ), H. 


ckd8 <ck 1 — € (1<k<n-l), 


即使 得 邻 域 (cs — g, e, + g) 两 两 之 间 没 有 公共 点 , 且 整 个 落 在 区 间 [a, b| 之 中 , 则 显 


nr < Y `[f(ek + 8) — f(ek — ea) < f(b) — f(a), 
Sl 


f(D) fo) 


= 
此 即 所 要 证 明 的 . 特别 地 , 这 也 就 是 说 , 单调 函数 只 可 能 有 有 限 多 个 这 样 的 点 , 在 这 
些 点 上 它 的 间断 的 度量 超过 给 定 的 正 数 .对 非 单调 的 函数 而 言 则 完全 是 男 一 回 事 
f. 狄 利克 雷 函数 在 每 一 点 处 的 间断 都 等 于 1. 


3.10 有 界 变 差 函 数 . 49 . 


最 后 , 若 函 数 f(a) 在 区 间 [a,b] 上 单调 , 则 由 第 一 讲 引 理 1, 在 此 区 间 的 每 一 


点 ec 上 , 极限 f(c 十 0) 和 f(c 一 0) 都 存在 (在 点 a 处 只 有 右 极限 , 而 在 
左 极限 ). 由 此 得 出 : 单调 函数 只 可 能 有 第 一 类 间断 点 . 


3.10 ”有 界 变 差 函数 


点 5 处 只 


设 函 数 f(z) 在 区 间 [中 上 有 定义 . 我 们 以 任意 的 方式 将 此 区 间 分 成 n 个 部 
分 区 间 , 自 左 至 右 以 zt x2,… ,xXn_1 来 表示 这 些 分 点 . 为 有 普遍 性 起 见 , < a = zo 


q = go < Zi < zə < :<2n_1<2n = b. 


S= |f(zk) — frre) 
k=1 


与 我 们 对 区 间 |a, b| 所 做 的 分 划 有 关 ， 对 于 不 同 的 分 划 , 一 般 来 说 , 此 和 应 取 不 同 
的 数值 . 用 各 种 可 能 的 方式 作出 上 面 所 做 的 分 划 (个 数 ”也 是 可 以 任意 改变 的 ), 我 
们 就 会 得 到 无 穷 多 个 和 S. S 的 集合 的 上 确 界 M( 它 当然 可 能 等 于 +co) 称 为 陋 


数 f(a) 在 区 间 |a,b| 上 的 全 变 差 , 我 们 将 以 Vi(a,5) 来 表示 它 . 如 果 Vy(a,b) 是 
一 个 数 (Vy(a,5b) < +oo), 则 函数 f(x) 称 为 区 间 [a,b] 上 的 有 界 变 差 浮 数 . 吞 
Vy(a,b) = +oo, 则 称 函 数 f(x) 在 区 间 [a,8] 上 的 变 差 是 无 限 的 (无 界 的 ). 


有 界 变 差 函 数 类 在 数学 分 析 及 其 应 用 中 起 着 十 分 引 人 注 目的 作用 . 特别 地 , 很 


显然 有 : 任何 在 区 间 |a, b] 上 单调 的 函数 都 是 在 此 区 间 上 的 有 界 变 差 沙 数 . 实际 上 ， 


对 单调 函数 f(x) 而 言 , 和 5 对 任何 分 划 都 等 于 |f(5) — f(a) 
Vr(a,b) = |f(b) — flo)|. 


, 因此 


H 


对 研究 有 界 变 差 函数 的 一 般 性 质 有 着 基本 意义 的 是 这 样 一 个 定理 


,由 此 定理 


, 


研究 最 一 般 的 这 种 类 型 函数 完全 可 化 为 对 单调 函数 的 研究 . 这 个 定理 是 : 任何 有 界 
变 差 函 数 都 是 两 个 不 减 函数 的 差 (或 者 说 , 两 个 单调 函数 的 和 , 其 中 一 个 是 不 减 函 
数 , 而 另 一 个 则 是 不 增 函 数 ). 由 此 命题 , 则 关于 单调 函数 的 间断 点 的 个 数 及 特征 的 


任何 基本 性 质 , 都 可 以 推广 到 所 有 的 有 界 变 差 函 数 中 . 


J H< 


SIV(z) + (zj = PG), [V (a) - Fa = N(a); 


由 此 得 


如 果 我 们 能 证 明 函 数 N(z) 和 P(z) 为 区 间 [a,9] 上 的 不 减 函 数 , 则 定 怪 


就 将 得 证 . 


要 证 明 这 个 基本 的 定理 , 为 简便 起 见 , 我 们 约定 以 记号 V(z) 来 代替 Vy(a, z), 


.50. 第 三 讲 PF 数 


£ a < zi < zo < b, 因为 
2[P(zə) — P(zi)] = V(zə) — V(x1) + [f(z2) 一 zj， 
2[N(z2) — N(x1)] = V(zə2) — V(a1) — [f(z2) — f(a)], 


所 以 为 了 达到 目的 , 只 需 证 明 


V(zə2) — V(z1) 2 |f(z2) — f(r)|. (5) 
令 = 为 任意 小 的 正 数 . 依照 量 V(z1) 的 定义 , 作为 和 S 的 上 确 界 , 必定 存在 着 
区 间 [a, zi] 的 一 个 分 划 , 使 得 相应 的 和 S = S(a,z1) 大 于 V(a) — z. 但 和 
S(a,zi) + |f(z2) — f(z1)| = S(a,z2) 
很 显然 是 对 区 间 [a, za] 的 和 S 中 的 一 个 , 因而 它 不 可 能 超过 这 些 和 的 上 确 界 V(x2)， 
也 就 是 说 , 我 们 得 到 
V(ai) — 8 + |J(zə) — f(a4)| < S(a,zi) + |f(z2) — f(z1)| 
= S(a,zə) < V(r2), 


由 此 得 到 
V(z2) — V(x1) > |f(zə2) — f(x1)| — 8, 
因为 = 任意 小 , 故 由 此 可 得 式 (5), 于 是 定理 得 证 . 


4.1 


今天 我 们 
的 , 在 大 量 


里 


工具 仍然 值得 
不 仅 在 数学 分 


的 数学 分 析 问 题 面 
具 , 是 一 个 很 用、 很 方便 但 


第 四 讲 级 


级 数 的 收敛 性 与 级 数 和 


BE 
= 


讲 数学 分 析 的 最 重要 的 了 
前 , 无 穷 级 数 是 我 们 下 
E 原 则 上 却 没 有 多 少 新 东西 
在 这 本 简明 的 教程 里 用 专门 的 一 讲 来 介绍 
析 本 身 , 而 且 在 几乎 所 有 依赖 于 它 的 应 月 


25 
. 


许多 应 月 
型 思维 过 程 、 
来 自 级 数理 论 
握 数学 分 析 的 
形 如 


或 者 


(其 
级 数 的 项 . 有 


H, 倒 不 如 说 


是 因为 在 级 数理 
一 系列 概念 和 模式 其 
. 如 所 熟知 的 , 学 生 们 要 是 主动 


基本 章节 一 般 来 说 是 不 会 有 任何 


困难 的 . 


21 十 2 十 .…… d 


oo 
>u 
ml 


Fun 十 


BI Í 
> 


k=1 


On 


uk 


称 为 级 数 (1) 的 部 分 和 . 


关于 每 一 


存 如 


称 为 收敛 的 或 


日 科 学 的 大 厦 r| 
E 论 的 并 不 太 复杂 的 材料 
至 整个 的 逻辑 体系 都 以 特别 明 
回 地 掌握 了 级 数 : 


[ 具 之 一 一 一 无 穷 级 数 ， 正 妇 
究 问题 的 一 利 
的 工具 .虽然 


==. 
元 


[你 们 所 熟知 
全 技术 | 
如 出 


"2: 


后 的 "jo 
这 个 


其 原 


天 


显 


Ë 


与 


说 


因为 


zm 


| 都 渗透 了 它 的 
| 整个 


数学 分 析 的 典 
而 清楚 的 方式 
He, 则 继续 掌 


(1) 


所 有 的 u, 是 数 , 我 们 通常 设 为 实数 ) 的 式 子 称 为 数 项 无 穷 级 数 . 数 ww 称 为 


个 形 如 (1) 的 级 数 的 基本 问题 是 其 收敛 性 的 问题 . 若 极 限 
lim S, = S 


者 发 散 的 , 两 者 都 行 , 但 通常 都 把 它 归 


E, 级 数 (1) 称 为 是 收敛 的 ,5 则 称 为 它 的 和 . 反之 , 则 级 数 (1) 称 为 是 发 散 的 , 3 
日 没有 和 . 当 n 一 co 时 , S, 一 co 或 者 S, 一 —oo 的 情况 我 们 形式 上 当然 可 以 把 


于 发 散 级 数 一 类 . 所 以 , 所 谓 级 


u> 
k 


数 的 和 总 是 指 某 个 数 . 虽然 我 们 是 把 具有 无 穷 和 的 级 数 以 及 完全 没有 和 的 级 数 放 


在 一 起 都 称 为 
以 放 在 
数学 分 析 
最 初 E 


一 起 , 只 


站 象 不 可 避免 地 会 


发 散 级 数 , 但 应 当 指出 ; 


\ 是 因 


这 两 类 级 数 在 其 基础 | 


Ee 全 


上 有 毫 无 


的 基本 章节 中 仅仅 用 到 收敛 级 数 . 对 于 


Ksa] 


2 


次 看 


< 同 之 处 , 之 所 


为 二 者 都 与 带 有 限 和 的 级 数 相 矛盾 (尽管 是 在 不 同 的 意义 下 ). 
究 级 数 的 人 ， 
巴 级 数 和 以 及 求 和 过 程 看 成 与 有 限 和 完全 类 似 的 东西 


也 们 的 
, 而 这 
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点 第 常 是 没有 经 过 推 融 的 . 这 里 有 一 个 类 比 : 有 限 和 S, 就 是 级 数 的 前 n 项 的 和 ， 
而 S 则 是 其 所 有 项 的 和 . 现在 常见 的 是 , 讲课 者 本 人 也 在 促进 其 至 直接 传授 这 种 概 
念 . 应 当 承 认 , 如 果 对 此 充分 保持 小 心 警惕 的 话 , 这 种 概念 实际 上 不 仅 可 以 促进 掌 
握 级 数理 论 的 基本 内 容 , 而 且 可 以 启发 我 们 预见 新 的 尚未 认识 的 规律 . 但 时 刻 也 不 
能 和 态 记 两 种 危险 , 即 在 这 种 类 比 中 走 得 太 远 以 及 误 认 为 它 就 是 证 明 . 正如 你 们 所 知 
道 的 , 无 穷 级 数 和 与 有 限 和 之 间 的 类 似 , 或 多 或 少 地 只 能 限于 所 谓 的 绝对 收敛 级 数 
(对 它 我 们 将 在 后 面谈 到 ), 而 对 于 所 谓 “ 条 件 收 线 ” 级 数 , 如 果 把 组 成 无 穷 级 数 的 各 
项 的 和 想象 为 好 像 有 限 和 一 样 , 我 们 号 上 就 会 遇 到 不 可 克服 的 困难 . 实际 上 , 要 想 
象 出 “级 数 的 所 有 项 的 和 ”是 困难 的 , 只 要 改变 级 数 各 项 的 次 序 , 级 数 的 和 就 可 能 
改变 . 最 后 , 过 分 强烈 地 把 级 数 和 想象 为 非常 像 有 限 和 那样 的 东西 , 这 本 身 就 隐 含 
了 严重 的 方法 论 上 的 危险 , 容易 割 掉 无 穷 级 数 和 所 特有 的 意义 的 具体 内 容 . 实际 上 ， 
构造 级 数 和 的 过 程 完全 不 像 构造 有 限 和 的 过 程 , 并 且 完 全 不 在 于 ( 像 有 时 所 想 的 那 
样 ) 把 级 数 各 项 一 项 接 一 项 地 加 下 去 ,“ 加 完 为 止 *， 这 当然 是 完全 无 望 的 事 : 把 逐 
次 添加 的 级 数 的 项 加 完 是 不 可 能 的 , 因为 它 是 无 穷 多 的 . 如 果 我 们 还 有 可 能 说 到 级 
数 的 和 , 那 正 是 因为 我 们 舍弃 了 这 种 毫 无 希望 的 无 限 多 项 相 加 的 过 程 而 代 之 以 完全 
不 同 的 另 一 种 运算 (极限 过 程 ), 后 者 马上 使 我 们 达到 目的 . 这 里 给 出 一 个 用 以 描述 
无 穷 级 数 和 的 详细 表述 : 我 们 当然 像 在 有 限 和 一 样 , 从 逐次 增加 的 方法 开始 , 即 构 
造 和 S. S> 等 . 但 我 们 总 不 打算 把 这 个 过 程 无 限 进行 下 去 . 构造 了 部 分 和 以 后 , 我 
们 就 注意 研究 部 分 和 的 性 质 和 结构 , 首先 是 它们 与 所 取 的 项 数 n 的 关系 . 换言之 ， 
我 们 研究 的 对 象 是 量 5% 作 为 n 的 函数 (在 许多 情况 下 , 要 想 掌 握 这 个 函数 关系 的 整 
个 状况 , 不 必 长 此 以 往 地 研究 许 许 多 多 的 和 51、S2 等 ; 在 研究 了 不 多 的 儿 个 项 以 
后 , 我 们 一 般 就 能 马上 得 到 函数 Sn 的 适当 的 解析 表示 , 例如 在 初等 代数 中 所 熟知 
的 几何 级 数 就 是 这 个 情形 ). 确切 说 来 , 我 们 力求 了 解 : 当 一 co 时 量 S, 是 否 趋 
于 某 个 极限 , 以 及 若 有 极限 , 极限 是 什么 . 也 就 是 说 , 描述 无 穷 级 数 的 和 要 做 下 面 两 
步 工作 : 1) 给 出 部 分 和 S, 并 研究 其 与 n 的 关系 ; 2) @ n 一 co 而 取 极 限 . 你 们 当 
然 看 得 出 , 所 有 这 一 切 都 完全 不 像 是 “把 全 部 的 项 加 完 ”, 并 且 时 刻 也 不 能 忘记 这 个 
差别 , 否则 我 们 就 有 沙 入 晕 无 根据 的 类 比 的 错误 的 危险 . 

我 们 再 一 次 强调 如 下 的 注 记 . 我 们 看 到 , 关于 已 知 级 数 (1) 的 和 的 问题 完全 归 
结 为 与 此 级 数 有 关 的 序列 


Si, 9092 9n (2) 
的 极限 问题 . 反之 , 若 给 定 完全 任意 的 序列 (2), 令 
U1 一 91),U2 = So — Si,us 一 93 一 92 ， 


Wn =, — mn 15 5 


则 我 们 总 能 把 序列 (2) 的 极限 问题 化 为 级 数 (1) 的 和 的 问题 . 也 就 是 说 , 从 这 个 观 
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点 来 讲 , 级 数论 的 问题 局 
实际 上 , 级 数理 论 


(关于 序列 的 ) 极限 理 


仑 的 基本 问题 没有 作 
的 特点 , 它 的 问题 和 方法 , 正 是 受 着 这 样 一 个 特别 的 观念 人 


约 的 : 把 序列 (2) 的 项 看 成 某 个 级 数 (1) 的 部 分 和 序列 . 


有 益 的 , 并 且 在 应 上 


个 理论 就 是 无 穷 级 数理 论 . 


4.2 柯 西 准则 

若 级 数 (1) 收 敛 , 则 当 n 一 ce 时 wm 一 0. 实际 上 , "4 n > 1 If u, = S, 一 9 1 
又 因为 当 一 co 时 5,, 和 S, I 有 同一 个 极限 S, 故 有 u, 一 0. 收敛 级 数 这 个 
性 质 的 重要 性 在 于 , 它 使 得 在 许多 情形 下 容易 判断 级 数 的 发 散 性 : 为 此 只 要 证 明 当 


n — co 时 u, 不 是 无 穷 小 量 即 可 . 但 正如 你 们 所 了 解 的 , 从 当 


不 能 断定 级 数 (1) 收敛 . 例如 , 我 们 已 经 熟知 的 “调和 ”级 数 
1 


是 发 散 的 ( 当 n — +oo 时 S, 一 
的 准则 只 在 一 个 方面 成 立 (必要 性 f 


其 应 用 的 范围 . 


在 


未 


要 和 充分 准则 . 要 使 


T k 
2 


正如 我 们 已 经 看 到 的 , 关于 级 数 的 收敛 性 问 
生 问题 的 一 种 特殊 形式 , 因 
见 第 二 讲 “2.5 柯 西 准则 ”一 节 ) 转换 为 级 数理 论 的 语言 , 就 能 得 
级 数 (1) 的 部 分 和 序列 当 n 一 co 时 有 极 


的 那样 , 其 充分 必要 条 件 就 是 不 等 式 
[Sak 一 JS: | < 


对 任何 s > 0, 都 有 充分 大 的 n 存在 , 使 其 对 任何 天 > 0 成 立 . 因为 Sn 一 S, = 


n+k 


?一刀 十 


柯 西 准则 


对 任何 £ > 0, 都 有 充分 大 的 n 存在 , 使 其 对 任意 的 自然 数 k Pus. 


2 ui 则 我 们 直接 得 到 下 述 命题 . 


Hi 


sss 
oo), 尽管 其 第 nn 项 当 n 一 co 时 是 无 穷 小 . 上 面 说 
非 充 分 性 ), 这 当然 在 相当 


E 何 区 别 . 


= 


这 个 观念 在 思 维 上 是 十 分 
方面 是 相当 重要 的 , 以 至 于 非 构成 其 特别 的 理 


论 体系 不 可 . 这 


n — oo F| u, — 0 x 


大 的 程度 上 限制 了 


级 数 (1) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 不等式 


|un+1 unt2t++ Wutk| < € 


形象 地 说 , 柯 西 
就 绝对 值 而 言 可 以 变 得 人 
数 和 的 存在 性 问题 


作为 基本 理论 


1 


收敛 性 , 这 一 点 


于 具体 的 级 数 而 言 ， 


通常 并 不 容易 确定 条 件 (3) 


是 


准则 的 条 件 在 于 : 级 数 充分 远 的 、 无 论 怎 
F 意 的 小 . 当然 , 如 同 在 极限 论 
,而 对 和 的 大 小 则 没有 提 太 . 
究 的 有 效 武 占 的 柯 西 准则 很 少 用 于 判断 个 别 、 
E 如 第 二 讲 中 就 极限 存在 的 类 似 情况 说 过 的 那样 . 


否 满足 . 


题 只 不 过 是 某 个 数值 序列 的 极限 存 
此 当 我 们 把 已 经 熟知 的 序列 极限 存在 的 柯 西 准则 ( 参 
到 级 数 收 化 性 的 必 
R, 正如 我 们 所 知道 


(3) 


样 长 的 “一 段 ”之 和 ， 
中 一 样 , 柯 西 准则 只 解决 级 


具体 的 级 数 的 


其 原因 在 于 : 对 


54. 第 四 讲 级 数 


因此 , 正如 你 们 所 了 解 的 , 级 数理 论 中 建立 了 大 量 的 其 他 收敛 准则 . 这 些 准则 
不 具有 柯 西 准则 所 拥有 的 特征 ( 即 是 必要 且 充 分 的 ), 但 在 用 于 个 别 具 体 的 级 数 时 
却 有 着 无 比 巨 大 的 方便 之 处 ， 大 多 数 这 样 的 准则 是 关于 正 项 级 数 的 ， 从 方法 论 上 
讲 , 一 开始 就 研究 这 个 最 简单 同时 又 是 最 重要 的 级 数 类 是 方便 的 , 然后 再 力求 把 对 
任意 级 数 的 研究 化 为 对 这 类 最 简单 类 型 的 级 数 的 研究 . 


4.3” 正 项 级 数 


如 果 级 数 (1) 的 所 有 项 都 是 非 负 的 , 则 很 显然 8, 是 n 的 不 减 函 数 . 因此 , 由 第 
一 讲 的 引 理 1, 就 只 可 能 有 下 述 两 种 情形 之 一 出 现 : 级 数 (1) 收敛 , 或 者 lim 5% = 
+oo. 换言之 , 级 数 (1) 收敛 或 发 散 要 看 当 n — co 时 量 S, 是 有 界 还 是 无 界 . 因此 ， 
对 这 类 级 数 的 任何 收敛 准则 就 可 以 建立 如 下 : 只 要 证 明 函 数 S, 在 相应 条 件 下 的 有 
界 性 即 可 . 

大 多 数 关 于 正 项 级 数 的 收敛 性 的 准则 是 以 下 面 的 特别 强 的 比较 法 则 为 基础 的 : 
如 果 两 个 级 数 


Pe Paqo dhaqp psssss (A) 
和 
Qa qn sa Eq sisa (B) 
的 所 有 项 均 非 负 , 并 且 当 m > no 时 有 
Un < Vn, (C) 


则 从 级 数 (B) 的 收敛 性 可 以 推 得 级 数 (A) 的 收敛 性 (同时 也 就 表明 , 从 级 数 (A) 的 发 
散 性 可 以 推 得 级 数 (B) 的 发 散 性 ). 

这 个 基本 准则 的 证 明 很 简单 . 我 们 以 5,, 和 sr, 来 表示 级 数 (A) 和 级 数 (B) 的 
相应 的 部 分 和 . 如 果 级 数 (B) 收敛 , 则 量 Sr 有 界 , 而 由 条 件 (C) 


S. 8. < S — g 


To? 


所 以 量 S, < S: + (Sn — S!) 也 有 界 , 因而 级 数 (A) 也 收敛. 

取 定 了 某 个 收敛 性 已 知 的 级 数 作为 级 数 (B) 之 后 , 通常 接 下 来 就 要 证 明 : 在 某 
个 条 件 下 , 当 级 数 (A) 的 项 通过 条 件 (C) 与 级 数 (B) 相关 联 时 , 任何 这 样 的 一 种 条 
件 都 能 够 成 为 级 数 (A) 收敛 的 准则 . 例如 , 如 果 选 取 通 常 的 几何 级 数 作为 级 数 (B), 
则 可 以 由 此 得 出 , 对 于 级 数 (A) 而 言 , 恰恰 是 最 简单 的 , 当然 就 是 你 们 所 熟知 的 达 
朗 贝 尔 准则 、 柯 西 准则 等 . 不 单 是 这 个 准则 , 其 他 所 有 的 准则 都 是 在 这 样 或 那样 的 
具体 形式 下 要 求 级 数 (A) 的 项 随 着 ”的 增加 而 足够 快 地 减少 . 如 达 朗 贝尔 准则 就 
要 求 比 = 当 n 充分 大 时 不 大 于 一 个 比 1 小 的 数 , 这 以 很 明显 的 方式 表明 了 量 
是 随 着 n 的 增加 而 以 足够 快 的 速度 在 减少 . 


T 


ux 
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这 里 我 们 不 去 建立 这 类 准则 , 在 每 一 本 分 析 教 程 中 都 能 找到 它们 及 其 详尽 的 证 
明 . 现在 不 讲 这 个 基本 上 是 形式 的 理论 , 我 们 力求 更 加 详细 地 审视 关于 正 项 级 数 的 
收敛 速度 的 概念 . 这 个 问题 尽管 在 各 种 教程 中 都 不 会 讲 , 但 它 对 于 未 来 的 实际 工作 
者 来 说 , 不 仅 有 原则 性 的 意义 , 而 且 有 直接 的 实际 意义 . 实际 上 , 如 果 级 数 收敛 得 很 
慢 , 也 就 是 说 , 为 了 得 到 与 其 极限 值 S 接近 到 一 定 程 度 的 S,, 必须 把 很 多 n 项 加 
起 来 , 即 项 数 ”是 很 大 的 数 , 则 这 种 级 数 尽管 有 完整 的 理论 价值 , 却 不 可 能 成 为 近 
似 计算 数 s 的 工具 , 因而 在 实际 上 不 可 能 有 大 的 作用 , 至 少 没有 直接 的 作用 . 顺便 
指出 , 有 时 会 遇 到 相反 的 情况 : 在 一 定 条 件 下 , 发 散 的 级 数 可 能 是 实际 计算 某 些 数 
值 的 很 方便 的 工具 . 这 种 情形 使 得 著名 的 法 国学 者 庞 加 莱 在 研究 这 种 现象 时 , 有 理 
由 指出 一 种 似 是 怪 论 的 想法 : 收敛 的 级 数 有 时 是 “实际 上 发 散 的 ”; 反之 , 发 散 的 级 
数 有 时 是 “实际 上 收敛 的 ”. 

对 任何 收敛 级 数 而 言 ,“ 余 项 ”ry = S — S, = una Tuna2 + 24 n — oo 时 是 
无 穷 小 量 . 级 数 的 收敛 速度 完全 取决 于 这 个 无 穷 小 的 “ 阶 ”, 即 取决 于 当 n — co 时 
它 以 什么 样 的 速度 趋 近 于 零 . 通常 认为 , 如 果 当 n 一 co 时 余 项 r, 类 似 于 几何 级 数 
般 减 少 , 则 级 数 的 收敛 速度 是 好 的 . 为 此 , 只 要 已 知 级 数 的 项 如 当 n 充分 大 时 不 
大 于 某 个 几何 级 数 的 对 应 项 就 足够 了 . 实际 上 

1... 
其 中 a > 0 H. q 为 常数 (0 <q < 1)] 得 到 : 当 n > no 时 有 
)= m 


Ta < al(g"+1 十 gn12 +... w. pa 
l= 
x a 1 1 
如 果 当 m 增加 时 , 一 个 级 数 的 余 项 的 减少 如 同 n I3J284" A Bas, 即 如 具有 ° 3 


等 , 这 样 的 级 数 就 收敛 得 慢 多 了 .这 类 级 数 实际 应 用 起 来 常常 会 发 生 困难 . 这 里 需 
要 指出 的 是 : 如 果 对 于 充分 大 的 nn 有 u, 小 于 an 其 中 a>0 且 上 > 1 为 常数 
(这 里 数 不必 一 定 是 整数 ), 则 r, < bn-*+1, 其 中 5 是 另 一 个 正 的 常数 . 实际 上 ， 
对 函数 f(z) = zF l 应 用 拉 格 明日 有 限 增 量 定理 , 当 x > 0 时 我 们 得 到 
(z 十 1 一 2 一 大 一 (zz 十 0 和 
>(k—l)z””2 (0<0<1). 


&z=n-—-13FDL nt 1(n— 1) 1 去 除 两 边 , 则 得 到 

nt—1 a (m, 1)*-1 
Ne-1(n 二 1)*-1 

(Ek— 1)(mn—1)2? kl 
ne-1(n = 1)k—1 > nk 


(m. 1)-*+1 —n  k+1 EE 


> 


所 以 有 
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1 1 k+1 —k+1 

DR S x 7l( 1) ] 
如 果 u, < an E, 则 得 到 

Q 1)—k+1 —k+1 

Un < — rm 1) ] 

因而 
s 3 n S 3 S 3 S U SS 
#=1 tl 

此 即 我 们 的 结论 . 


现在 再 回 到 收敛 准则 的 问题 上 来 ， 我们 作出 如 下 注 记 . 对 任何 收敛 级 数 而 言 ， 
都 有 u, 一 0(n 一 co); 但 是 , “一般 项 "wj, 的 这 种 向 零 的 趋 近 甚 至 对 正 项 级 数 而 言 


也 可 能 不 是 单调 的 . 在 几何 级 数 中 通过 调换 u, 和 wa,ua 和 w,……… 就 可 得 到 这 
样 一 个 简单 的 例子 , 即 级 数 
1 1 1 1 1 1 


22 2 24 23 2 

但 在 绝 大 多 数 情 况 下 , 在 数学 分 析 及 其 应 用 中 遇 到 的 具体 的 正 项 级 数 常常 具有 
这 样 的 性 质 : wa < u (n = 1,2,…), 即 在 这 些 级 数 中 , 随 着 n 的 增加 ,wj, 单调 减 
小 且 ws 一 0. 因此 , 关于 单调 减少 的 正 项 级 数 的 收敛 性 有 一 类 专门 的 准则 值得 特 
别 注意 , 尤其 是 具有 准则 特征 ( 即 是 必要 且 充 分 的 ) 同时 又 在 研究 各 个 具体 的 级 数 
时 能 很 方便 地 应 用 的 那些 准则 . 我 们 来 讨论 这 类 准则 中 的 两 个 . 

定理 ( 柯 西 积分 准则 ) k 62k f(x) 为 半 直 线 0 < z < +oo 上 的 正 的 、 连 续 
的 、 不 增 的 函数 . 此 时 级 数 


| 
92m—1 ' 


Jü] 000 pasa: (A) 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 当 a 一 +oo(a > 0) 时 , 积分 

| Foau (B) 
有 有 限 极限 . ( 另 一 方面, 这 个 积分 当 目 仅 当 u — oo 时 是 有 界 的 , 它 才 有 有 限 极限 .) 


为 方便 证 明 , 我 们 从 已 知 函 数 , 而 不 是 从 已 知 级 数 出 发 来 阐述 这 个 准则 . 然而 
很 清楚 , 对 于 任何 单调 减少 的 正 项 级 数 (A), 都 容易 作出 满足 我 们 定理 要 求 的 函数 
f(z), 使 得 f(n) = un(n > 1). 这 样 一 来 , 我 们 的 定理 实际 上 就 是 上 述 这 种 级 数 收敛 
性 的 判别 准则 . 

证 明 ”很 显然 , 由 函数 f(x) 的 单调 性 (不 增 ) 得 


— 


n n+l 
| AWau> f(n) > | flw)du, 
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所 以 


3 
š 


此 不 等 式 直接 表明 : 4 n — oo 时 量 5 1 (8) 2 | f(ujdu 要 么 都 有 界 , 要 么 都 无 


k=1 
界 . 此 即 定理 所 要 证 明 的 , 因为 这 两 种 情况 下 有 界 性 等 同 于 有 限 极 限 的 存在 性 . 
这 个 准则 应 用 于 一 些 个 别 的 级 数 , 正如 我 们 已 经 指出 的 , 在 很 多 情况 下 是 很 方 
便 的 . 例如 设 u, = n (o > 0). 令 


化 
化 
很 显然 , 我 们 得 到 了 一 个 满足 定理 所 有 要 求 的 函数 . 但 当 o Z 1 FJ 


A A 1 一 
4 2 一 1 
| fear =1+| 2Z “dz = 1 十 一 一 一 一 ， 
0 


1 一 
由 此 得 出 ; 由 积分 准则 , 当 a > 1 时 级 数 Y 1 me 收敛 | 当 a < 1 时 级 数 2 
发 散 . 最 后 , "4 a 二 1 时 和 
dz 


A 
| me 元 三 1+D4 一 oo 
0 


("4 4 一 +oo 时 ), 即 调和 级 数 发 散 . 


w == 1 
再 来 看 第 二 个 准则 . 
定理 ”车 ww 2 unti > 0(n > 1), 则 级 数 (1) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 级 数 


k= 


4 十 2 十 44 十 8ug 十 :十 2 uan +: (4) 
也 收 伊 . 
证 明 ”由 级 数 (1) 的 项 单调 减少 得 
on 
2 gna1 2 Uk 之 27 7 Toon, 
天 一 27 一 1 十 1 


(等 式 中 间 部 分 和 的 项 数 是 2 此 得 


> Uok 之 D> 3 
这 个 不 等 式 直接 表示 : 级 数 (1 ) 和 级 数 (4 ) 的 部 分 和 要 么 同时 有 界 , 要 么 同时 无 界 ， 
由 此 得 定理 成 立 . 
当 wn = n° (e > 0) 时 , 级 数 (4) 的 一 般 项 是 2n(1—o), 而 由 上 面 的 定理 也 可 以 
得 到 , 级 数 》 79 当 a >1 时 收敛 且 当 a < 1 时 发 散 . 


n=1 
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4.4 绝对 收敛 和 条 件 收 敛 


我 们 现在 转 到 带 任意 符号 项 的 级 数 . 正如 你 们 所 了 解 的 , 这 种 一 般 类 型 的 收敛 
级 数 通 常 一 开始 就 按 其 性 质 分 为 实质 上 不 同 的 两 个 类 型 : 绝对 收敛 的 级 数 和 条 件 
收敛 的 级 数 . 我 们 称 级 数 (1) 是 绝对 收敛 的 , 如 果 级 数 


jui|+|uə| + + |ua| + (5) 


Wa; 如 果 级 数 (1) 收敛 , 而 级 数 (5) 发 散 , 则 我 们 称 级 数 (1) 条 件 收敛 . 

这 里 首先 应 当 注 意 : 一 个 给 定 级 数 的 绝对 收敛 性 的 定义 就 是 另外 茶 个 级 数 的 
收敛 性 . 因此 定理 (当然 是 你 们 所 熟知 的 ) 任何 绝对 收敛 的 级 数 必 收敛 ”就 决 不 是 
平凡 的 了 . 
当然 , 这 个 定理 的 意义 在 于 , 从 级 数 (5) 的 收敛 性 可 以 推 得 级 数 (1) 的 收敛 性 . 
其 证 明 通 第 总 是 基于 柯 西 准 则 , 因为 对 任何 n > 0,k > 0, 


k k 
> Unti < 5 [unti | 5 
i=1 $==1 


因此 由 柯 西 准则 , 当 级 数 (5) 收敛 时 右边 部 分 对 于 充分 大 的 n 和 任何 都 可 以 变 
得 任意 地 小 , 所 以 左边 也 应 当 如 此 . 于 是 由 此 再 依 柯 西 准则 可 推 得 级 数 (1) 的 收敛 
FE. 


绝对 收敛 级 数 的 性 质 , 表现 出 与 有 限 和 具有 相当 大 的 相似 之 处 : 可 以 像 有 限 和 
一 样 对 它们 进行 逐 项 相 乘 (分 配 律 ) 和 组 合 (结合 律 ), 并 不 因此 而 破坏 级 数 的 收敛 
PE, 也 不 改变 其 和 (特别 地 , 这 些 性 质 当 然 正 项 级 数 也 具有 , 正 项 级 数 的 收敛 性 总 是 
绝对 收敛 ). 我 们 这 里 不 去 证 明 这 些 性 质 . 这 些 纯粹 是 形式 上 的 工作 , 它们 的 表述 在 
教材 中 都 找 得 到 , 而 且 不 会 对 你 们 形成 任何 困难 . 

我 们 来 较为 详细 地 考察 一 下 条 件 收 敛 的 级 数 . 例如 , 考虑 一 下 著名 的 莱 布 尼 欧 
级 数 


li lal 1 f 
2 3 4 5 6 | 


一 切 都 很 满意 : 部 分 和 有 极限 , 余 项 趋 于 零 (而 且 甚至 并 不 太 慢 ), 像 任 何 收敛 级 数 
一 样 . 但 这 种 满意 是 靠不住 的 ! 只 要 以 适当 的 方式 改变 各 项 的 次 序 , 级 数 就 将 有 妃 
外 的 和 , 甚至 完全 不 再 收敛 . 这 一 切 都 是 因为 级 数 (5)( 在 我 们 的 例子 中 , 这 是 调和 
级 数 ) 是 发 散 的 . 当然 , 你 们 明白 , 这 种 求 和 ( 即 其 结果 依赖 于 项 的 次 序 ) 决 不 能 放 
到 有 限 和 的 框架 中 去 .“ 条 件 收敛 的 级 数 ” 这 个 名 称 本 身 来 看 , 明显 有 其 心理 上 的 前 
提 , 就 是 希望 只 在 有 已 知 的 约定 的 情况 下 才 把 这 类 级 数 称 为 收敛 级 数 . 

因为 通过 排列 级 数 的 项 就 可 能 改变 条 件 收敛 级 数 的 和 , 甚至 破坏 条 件 收 敛 级 
数 的 收敛 性 , 所 以 在 这 方面 , 任何 条 件 收敛 级 数 给 了 我 们 实际 上 完全 无 限 的 可 能 性 . 
下 述 简 单 却 精致 的 定理 就 指出 了 这 一 点 . 


£= 
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定理 ”如 果 级 数 (1) 条 件 收敛 且 a 为 任意 的 数 或 符号 土 oo 中 的 任 一 个 , 则 适 
当地 交换 这 个 级 数 的 项 的 次 序 总 能 得 到 一 个 新 级 数 收敛 于 o. 

为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 首先 来 建立 一 个 引 理 , 它 本 身 也 有 意义 : 如 果 级 数 (1) 条 
件 收敛 , 则 其 非 负 项 构成 发 散 的 级 数 (1), 同时 其 非 正 项 也 构成 发 散 的 级 数 (1”).” 实 
际 上 , 令 S, =S +S, 其 中 57 为 级 数 (1) 中 含 于 S, 中 的 正 项 的 和 , 而 S”, 则 
是 级 数 (1) 中 含 于 S, 中 的 负 项 的 和 . 如 果 级 数 (1) 及 (1”) 都 收敛 , 则 54 K Sr, 


Sn Sa = ht lual +: +lual| 


也 趋 近 于 某 个 极限 , 即 级 数 (1) 是 绝对 收敛 的 . 而 如 果 级 数 (17) 及 (1”) 中 的 一 个 ， 
比如 (1) 发 散 , 而 另 一 个 (1”) 收敛 , 则 当 n 一 co 时 得 到 ,54 一 +oo, S”, — e, 其 中 
e 是 一 个 数 . 由 此 得 S, = S +S, 一 +oo, 即 级 数 (1) 发 散 . 这 就 是 说 , 级 数 (1) 
与 级 数 (1”) 必须 是 同时 发 散 的 . 

现在 来 证 明定 理 . 我 们 来 研究 两 种 情况 . 

1) a 是 数 . 为 确定 起 见 , 令 a > 0. 这 时 我 们 将 级 数 (1) 的 项 按 下 述 次 序 排列 . 
首先 按 其 自然 顺序 ( 即 它们 在 级 数 (1) 中 出 现 的 次 序 ) 取出 若干 正 项 , 此 时 所 取出 
的 项 的 和 将 是 增加 的 . 当 这 个 和 刚刚 超过 a 时 , 我 们 就 停 下 来 , 并 称 此 和 为 转折 和 . 
然后 开始 接着 逐 项 地 添加 级 数 (1) 的 负 项 ( 仍 按 其 自然 顺序 ), 而 此 时 所 取 的 项 的 和 
将 是 减少 的 . 一 旦 当 它 小 于 a 时 , 我 们 再 停 下 来 , 并 再 次 把 所 得 之 和 称 为 转折 和 ， 
首 且 再 次 开始 对 它 按 顺序 添加 级 数 (1) 的 正 项 .……… 无 限 地 继续 这 个 过 程 , 很 显然 ， 
我 们 就 把 级 数 (1) 的 项 排 成 了 某 种 确定 的 次 序 . 我 们 需要 证 明 : 重组 的 级 数 有 和 a 
但 首先 我 们 还 需要 阐明 所 述 做 法 的 一 个 细节 : 我 们 由 何 得 知 , 当 取 级 数 (1) 足够 多 
的 正 项 时 能 得 到 比 a 大 的 和 ? 这 里 我 们 可 以 求助 于 引 理 . 根据 引 理 , 由 级 数 (1) 的 
正 项 组 成 的 级 数 是 发 散 的 , 因而 在 取 足 够 多 的 这 样 的 正 项 之 后 , 我 们 可 以 得 到 任意 
大 的 和 , 特别 是 大 于 a 的 和 . 由 此 引 理 , 在 整个 构造 的 余下 过 程 中 恰好 可 以 相信 , 添 
加 正 项 迟早 会 使 得 所 取 的 项 之 和 超过 a, 而 添加 负 项 则 会 使 和 小 于 a 

以 此 方式 证 明了 这 种 构造 的 可 能 性 . 现在 我 们 应 当 证 明 : 新 级 数 的 部 分 和 时 而 
大 于 a, 时 而 小 于 a, 而 无 限 接近 于 这 个 数 . 从 构造 过 程 很 显然 知道 , 看 取 新 级 数 
的 两 个 相继 的 转折 和 , 则 其 所 有 其 余 的 和 都 将 介 于 它们 之 间 . 因此 我 们 只 要 证 明 转 
折 和 以 a 为 极限 就 够 了 . 很 显然 , 每 一 个 转折 和 与 a 的 距离 按 其 绝对 值 而 言 都 不 
大 于 其 最 后 的 一 项 , 即 是 一 个 显然 趋 近 于 零 的 量 . 因为 这 个 项 是 我 们 最 初 的 (收敛 ) 
级 数 的 项 . 于 是 此 种 情形 下 定理 得 证 . 

2) 现在 令 a = +oo(a = —oco 的 情形 证 明 完 全 相仿 ). 因为 当 n — co 时 u, — 0, 


= 


@ (1) 中 为 0 的 项 既 可 以 认为 是 (17) 中 的 项 , 也 可 以 认为 是 (17) 中 的 项 , 甚至 可 以 认为 同属 于 (1) 
和 (17), 而 不 会 影响 下 面 的 讨论 .一 译 者 注 
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则 数 jw| 之 集合 (n = 1,2,…:) 有 界 . 令 6 为 其 上 确 界 . 我 们 研究 级 数 (1) 的 正 项 
序列 并 且 把 它们 分 段 , 使 得 每 一 段 中 各 项 的 和 都 大 于 26( 由 我 们 已 证 明 的 引 理 , 这 
是 可 能 的 ). 现在 把 级 数 (1) 的 项 如 下 安排 , 首先 只 从 所 分 的 段 中 取 第 一 段 ( 按 其 自 
然 顺序 ), 然后 添加 一 个 负 项 即 第 一 负 项 , 再 取 第 二 段 , 添加 上 第 二 个 负 项 ..... 因 
为 每 一 段 的 和 都 大 于 268, 而 每 一 个 负 项 按 其 绝对 值 都 不 大 于 8, 所 以 当 取 了 nn 个 
正 的 段 及 nn 个 负 项 之 后 , 我 们 将 得 到 大 于 2Bn — Bn = Bn 的 和 . 由 此 可 以 看 出 , 重 
组 的 级 数 的 部 分 和 当 n 一 oo 时 无 限 增加 . 

我 们 特意 这 样 详细 地 停留 在 这 些 构造 的 方法 上 , 是 因为 它们 是 那么 的 有 意思 、 
有 教 益 , 迫使 我 们 密切 关注 级 数 的 结构 , 而 且 从 逻辑 上 解剖 它 . 对 你 们 来 说 , 下 面 是 
一 个 很 有 趣 也 很 有 教 益 的 练习 : 证 明 通 过 适当 变换 每 一 个 条 件 收敛 级 数 的 项 , 可 以 
得 到 既 没有 有 限 和 , 也 没有 无 限 和 的 级 数 . 
45 ”无 穷 乘积 

除 加 法 外 , 另 一 种 算术 运算 一 -乘法 一 一 也 可 以 应 用 于 任意 多 个 数 . 像 前 面 已 
经 找到 了 项 数 无 限 增加 的 和 的 极限 一 样 , 这 里 我 们 还 可 以 提出 因子 个 数 无 限 增加 的 
乘积 的 极限 问题 . 类 似 于 无 穷 级 数 的 理论 , 我 们 可 以 建立 无 穷 乘积 理论 . 迄今 , 这 个 
创立 已 久 的 理论 确实 没有 像 级 数理 论 那样 有 着 特别 的 应 用 , 但 其 应 用 范围 已 经 足够 
广阔 (而 且 逐 年 增 大 ), 所 以 在 今天 它 必然 是 每 一 个 数学 家 必须 掌握 的 理论 . 

我 们 称 形 如 


ziz2. zn = [= (6) 


1 

的 式 子 叫 无 穷 乘 积 . 称 量 mw = zz2… zw(n = 1,2,…) 为 部 分 乘积 . 47 im mm 存 
在 , 则 称 之 为 积 (6) 的 值 . 

此 后 , 我 们 始终 认为 所 有 的 因子 都 是 正 数 . 对 因子 采取 这 样 的 限制 , 绝对 不 是 
因为 要 简化 研究 , 而 通常 是 因为 , 研究 负 因子 的 积 , 一 方面 只 要 改变 一 些 因 子 的 符 
号 马上 就 可 以 化 为 正 因子 的 情形 , 另 一 方面 是 因为 没有 什么 现实 的 意义 . 许多 考虑 
都 会 导致 结论 : 类 似 于 收敛 级 数 的 一 个 性 质 , 即 当 n 一 co 时 级 数 的 第 ”项 趋 近 于 
零 , 无 穷 乘积 中 的 第 ”个 因子 z, 应 当 (这 点 容易 证 明 且 我 们 很 快 就 来 证 明 ) 趋 近 
于 1. 这 就 表明 , 所 有 的 因子 从 某 一 个 起 都 应 当 不 仅 是 正 的 , 而 且 应 当 任意 地 接近 
T 1. 


对 正 因子 的 情形 下 无 穷 乘积 的 研究 , 很 显然 通过 简单 的 求 对 数 就 可 以 化 为 对 无 
穷 级 数 的 研究 . 令 u, = Inzn, zn = e, 我 们 看 到 乘积 (6) 的 收 敛 性 等 价 于 级 数 


(7) 
的 收敛 性 , 并 且 这 个 级 数 的 和 5( 当 其 收敛 时 ) 等 于 乘积 (6) 的 值 r 的 对 数 . 这 个 法 
则 只 有 一 个 例外 : 若 工 = 0, 则 级 数 (7) 很 显然 是 发 散 的 (部 分 和 有 极限 -oo). 但 其 


Oh 
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值 等 于 零 的 无 穷 乘 积 在 许多 其 他 方面 有 完全 独特 的 性 态 : 与 其 说 它 像 一 个 收敛 级 
数 , 不 如 说 它 更 像 一 个 发 散 级 数 . 比如 当 x 二 0 时 , 要 使 当 n — oo 时 z, — 1 BRA 
是 必要 的 (例如 取 za = an = 1,2,.… 就是) 由 于 这 些 情况 , 所 以 规定 : "4 z = 0 
时 乘积 (6) 是 发 散 的 , 因此 这 个 乘积 的 收敛 性 应 定义 为 它 有 一 个 正 的 ( 非 零 的 ) 极限 
z = lim z, 存在 . 在 此 定义 下 , 乘积 (6) 的 收敛 性 很 显然 是 丝毫 不 差 地 等 价 于 级 数 
(7) 的 收敛 性 . 
因为 上 面 已 经 指出 了 , 无 穷 乘 积 的 理论 完全 可 以 归结 为 对 级 数 的 研究 , 这 使 得 
我 们 有 理由 认为 : 没有 任何 必要 建立 关于 无 穷 乘积 的 专门 理论 . 但 如 同 在 许多 类 似 
情况 下 见 到 的 一 样 , 这 个 结论 是 错误 的 . 数学 中 常常 是 这 样 的 : 对 原来 的 一 组 问题 
给 出 新 形式 的 提 法 , 一 方面 会 引出 完全 新 的 问题 , 另 一 方面 会 启发 和 促进 老 问 题 的 
解决 . 
在 无 穷 乘积 理论 中 ， 通常 把 因子 z, 写成 1 十 un 的 形式 (其 中 -1 < ua < +co). 
这 时 m = ][( +u), 而 乘积 (6) 则 改写 为 


k=1 


oo 


(1+u)(l + ua) (+t ur) = || +u). (8) 


阁 宇 1 


如 果 乘 积 收 敛 , 则 当 一 ce 时 , z, 一 m,0 < z < +oo. 由 此 得 , 当 n 一 co 时 


Tn Tn 
Ua = 
Tn—1 Tn—1 


比较 乘积 (8) 和 级 数 (7), 表明 与 正 项 级 数 对 应 的 乘积 是 加 > 1 或 者 说 u > 
0(n = 1,2,…) 的 乘积 (与 负 项 级 数 对 应 的 是 z, < 1,w < 0 的 乘积 ), 这 使 得 我 们 
首先 要 研究 所 有 的 u, 都 有 同样 符号 的 无 穷 乘积 , 与 这 类 乘积 有 关 的 最 有 用 的 命题 
如 下 . 

定理 ”如 果 所 有 的 u, 都 有 同样 的 符号 , 则 要 来 积 (8) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 


urus Tua: (9) 


收敛. 
证 明 ”首先 , 我 们 有 权 假 设 当 n 一 co 时 u, 一 0. 因为 在 相反 的 情形 , 如 同 我 
们 知道 的 那样 , 不 仅 乘 积 (8) 发 散 , 而 且 级 数 (9) 也 发 散 , 因而 以 上 假设 成 立 . 下 面 
我 们 分 为 两 种 情形 讨论 . 
1) 设 wn 2 0( = 1,2,...). 因为 当 z 一 0 时 ez 与 1+z 相差 一 个 关于 z 为 二 
阶 的 正 无 穷 小 , 故 对 充分 大 的 n 有 


eiun <] + un < e", (10) 
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以 S, 来 表示 级 数 (9) 的 部 分 和 , 且 为 方便 计 , 设 不 等 式 (10) 对 任何 n 都 成 立 (这 

首 不 失 讨论 的 一 般 性 , 因为 在 收敛 性 的 问题 中 总 是 能 够 丢掉 级 数 或 者 乘积 最 初 的 任 

意 有 限 多 个 项 , 而 不 影响 其 结果 ). 当 ”= 1,2,…… ,mm 时 , 对 这 些 不 等 式 逐 项 相 乘 得 
eE Sm =< qa < e5m 

如 果 级 数 (9) 收敛 , 则 当 m 一 oəo 时 S¿ < S < +o>o, 因此 有 rw < e5 < 十 co， 

即 rw 是 有 界 的 , 因而 乘积 (8) 收敛 ， 反 之 , 知 乘 积 (8) 收敛 , 则 当 m 一 co 时 

Tm. < T < +oo, 这 就 表明 


Pm < ]n z < +coco, 
即 和 Sw 是 有 界 的 , 因而 级 数 (10) 收敛 . 
2) 令 u, S 0(n = 1,2,.…). 与 前 面相 仿 , 我 们 得 到 (这 里 S, < 0) 
e25m < Am < eSm, 
由 此 相仿 地 证 明 : 当 6% > S > -co( 级 数 (9) 收敛 的 情形 ) 时 , rw > e25 > 0, 乘积 
(8) 也 收敛 ; 反之 当 zm, > m > 0 时 , 有 5% > In zm > In z > —oco, 即 从 乘积 (8) 的 
收敛 性 推 得 级 数 (9) 的 收敛 性 . 
把 乘积 (6) 或 者 (8) 同 级 数 (7) 进行 比较 , 直接 可 以 得 出 对 于 无 穷 乘积 的 柯 西 
准则 : 要 乘积 (8) 收敛 , 当 且 仅 当 对 于 无 论 怎样 小 的 。 > 0, 都 存在 充分 大 的 m 
使 得 对 任意 的 自然 数 k, 都 有 


nk 
1-s< [[ (+u) <1+e. (11) 
i 二 nn 十 1 


但 对 于 其 中 的 w 保持 不 变 号 的 乘积 而 言 , 由 我 们 证 明 过 的 定理 , 这 个 准则 可 
以 代 之 以 另 一 个 形式 , 其 在 大 多 数 情 况 下 用 起 来 方便 得 多 (因为 一 般 说 来 , 估计 和 
比 估 计 积 容易 得 多 ). 我 们 显然 可 以 对 上 面 陈述 的 准则 不 作 任何 改变 , 而 只 以 不 等 
式 


n+k 
> w 
i=n+1 
代替 不 等 式 (11). 只 是 要 记 住 , 这 种 形式 的 关于 无 穷 乘积 的 柯 西 准 则 上 只 当 所 有 的 wx 
都 保持 同 号 时 才 成 立 . 
遗憾 的 是 , 在 本 教程 的 范围 内 , 我 们 对 有 趣 的 无 穷 乘 积 问题 的 讨论 只 能 限于 上 
述 . 现在 转 到 下 一 个 题目 . 


46 ”函数 级 数 


至 今 为 目 , 我 们 所 研究 的 级 数 的 项 都 是 数 . 但 你 们 当然 知道 , 对 于 数学 分 析 来 
讲 , 首先 需要 的 是 函数 级 数 , 即 其 项 是 某 个 自 变 量 的 函数 的 级 数 . 对 于 这 类 级 数 的 
理论 , 我 们 至 今 所 研究 的 一 切 起 着 热身 的 作用 . 


< € 
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设 级 数 


ui(z) 十 ua(Z) 十 十 Un(z) 十 …: 


(12) 


的 各 项 都 是 定义 在 某 个 区 间 [a,9] 上 的 某 个 自 变 量 z 的 函数 . 给 这 个 变量 以 某 个 数 


值 z = a, 我 们 就 把 级 数 (12) 变 成 通常 的 数 项 级 数 


的 观点 来 看 ， 


当然 , 对 函数 级 数 而 言 , 收敛 性 问题 相 较 于 数 项 级 数 下 的 情形 
对 于 级 数 (12) 来 说 , 提 
说 , 它 对 z 的 一 些 值 是 收敛 的 , 而 对 
提 法 是 : 级 数 (12) 对 于 已 知 
值 是 发 散 的 ? 我 们 称 这 样 使 级 数 (12) 收敛 的 z 值 的 


一 回 事 . 


因此 可 


把 使 其 发 散 的 值 的 集合 


), 从 数 项 级 数理 论 


以 指出 , 式 (12) 所 表示 的 不 是 不 贤 数 o 


形 完 全 变 成 了 另外 
收敛 或 发 散 的 问题 是 没有 意义 的 . 因为 一 般 来 


出 其 


区 间 [a, b| 


你 为 发 散 区 域 . 我 们 看 到 对 函数 级 数 而 言 , 收敛 性 问题 首 5 


z 的 另 一 些 值 则 是 发 散 的 . 这 里 , 问题 的 合理 
上 的 什么 样 的 z 值 是 收敛 的 , 而 对 什么 样 的 
集合 为 该 级 数 的 收敛 区 域 , 而 


在 于 找 出 其 收敛 区 域 . 在 这 是 


出 现 . 


ee 
好 就 来 定义 这 个 概念 . 如 


AW Sk. 则 此 级 数 的 余 项 


(当然 ,与 级 数 的 逢 
当 n 一 co 时 都 趋 近 于 零 . 为 此 , 我 们 需要 更 加 详细 地 描述 
z€ M 以 及 任何 £ > 0, 都 存在 no( 当 然 
任何 nz no 有 |rn(z) 


否 存在 一 个 同样 


我 们 不 浪费 时 间 来 研究 例子 了 ， 


< z. 现在 令 £ 不 变 , 而 让 数 z 跑 遍 整 
Z z 都 可 以 找到 相应 的 no, 即 在 该 级 数 中 的 “位 置 ", 从 这 个 位 置 
但 在 此 级 数 中 是 


因为 它们 在 今后 会 常 


一 致 收敛 的 概念 有 着 基本 意义 . 现在 最 
对 某 个 集合 M 的 每 一 点 ( 即 对 所 有 的 z € M) 


ra (z) = S(z) — S,(z) 
l S(z) 及 部 分 和 S,(z) 相似 , 它 也 是 z 的 函数 ) 对 任何 z < M 


下 这 个 事实 : 对 任何 
它 不 仅 与 e 有 关 , 而 且 与 x 有 关 ) 使 得 对 
个 集合 M, 此 时 对 每 一 
开始 |r.(z)| < =. 
的 “位 置 ?， 从 它 开 始 , 不 等 式 |r,(x)| < £ 对 任 


何 z € M 都 成 立 呢 ? 很 显然 , 这 取决 于 我 们 前 面 对 不 同 的 > 所 建立 的 那些 数 no 的 


集合 有 界 与 否 . 如 果 这 些 数 


开始 , 对 任何 x 


M 都 有 |r, (z) 


PF 有 最 大 的 , 则 很 显然 可 以 用 它 作 为 这 种 “位 置 *， 从 它 


< z. 如 果 在 我 们 所 建立 的 数 no 中 有 任意 大 的 数 


( 即 supno = 十 oo), 则 表明 无 论 在 我 们 的 级 数 中 走 多 远 , 总 可 以 找到 这 样 的 z < M. 
对 它们 而 言 要 找 的 “位 置 ” 还 没有 达到 , 它 还 在 更 远 的 地 方 . 此 时 要 选择 这 种 同样 


的 no 使 得 它 在 上 述 意 义 下 对 作 


F 何 ze M 都 适合 , 很 显然 是 不 可 能 


我 们 来 看 后 


即 


类 型 的 


个 例子 . 当 nz1 有时, Ç 
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级 数 


很 显然 , 对 任何 ze [0,1] 都 有 当 一 co 时 Sn(z) 一 0 


由 此 得 


因为 对 任何 n, 数 2-1 都 属于 区 间 [0.1], 所 以 想 找 一 个 no, 使 得 对 人 
只 要 n > no 就 有 ra(z)| < 了 ,这 是 不 可 能 的 ， 因 为 只 要 取 z = 2-2, 
Im 人 al = 1 而 不 是 < 3， 这 就 表明 ,这 里 实际 上 
为 了 直观 一 点 ， 
y = [ra (a)| 4 z = 


画 出 了 曲线 y = |ri(z) 以 及 对 大 的 n 


处 处 都 显得 特别 小 . 当 n 

现象 , 乍 看 起 来 像 是 悖 论 : 
个 n 都 有 这 样 的 x, 使 得 |7,(z)| = =. 这 可 以 这 样 解 
点 , 4 n 增加 时 并 不 国定 在 一 个 位 置 而 是 当 一 co 时 向 右 移动 且 无 限 趋 近 于 1. 


也 就 是 说 , 当 n 


到 时 有 极 大 值 等 3 


1 
增加 时 , 点 2- 无 限 接近 于 


. 3. 对 每 一 个 z 


一 个 ze [0,1]， 
就 会 发 现 
是 上 述 第 二 种 情形 . 在 图 16 中 ， 


的 y= |ra(z)| 的 略图 ， 曲线 


自 这 个 点 向 左 , 除 其 邻近 处 外 , |r,,(2)| 


1. 从 此 图 上 我 们 直接 看 到 的 
都 有 rn(z) 一 0, 同时 对 每 一 


释 : 使 |rn(z)| 获得 极 大 值 


的 


增加 时 , 尽管 对 每 个 固定 的 z,rn(z) 都 会 趋 于 0, 但 在 xz 点 之 间 比 


较 起 来 , 这 个 趋 于 0 的 过 程 中 总 会 有 一 个 点 “落后 ”, 在 这 个 点 , rn(z) 不 但 没有 接 


近 0, 而 且 始 终 
移动 着 . 我 们 不 由 得 期 望 : 


是 -二 但 这 个 落后 点 不 是 固定 的 , 而 是 始终 在 
在 点 1 处 , 这 种 落后 性 密集 在 一 起 后 会 引起 级 数 的 发 散 ， 


但 实际 上 在 点 1 处 总 是 表现 得 非常 顺利 , 因为 此 时 对 任何 ”都 有 rn(z) = 0. 


现在 我 们 


级 数 (12) 在 集合 M 上 一 致 收敛 , 而 第 二 种 


图 16 


了 回 到 前 本 


任意 小 的 es > 0 都 存在 着 一 


何 zeM, 都 有 


已 经 约定 要 加 以 区 别 的 两 种 情况 . 我 们 认为 第 一 种 情形 ， 


青 形 非 一 致 收敛 . 这 就 是 说 , 如 果 对 于 


问 与 点 1 靠近 的 方向 


个 no ( 仅 与 :有 关 而 与 x 无 关 ), 使 得 对 任何 ”> no 以 及 任 


[rT (2)| < =, 


那么 级 数 (12) 在 某 个 集合 M 上 是 一 致 收敛 的 . 
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我 们 上 面 详细 考察 了 表现 出 非 一 致 收敛 的 典型 特征 的 例子 , 还 要 指出 : 以 同样 

的 方式 可 以 丝 台 不 差 地 定义 函数 序列 
fi1(2), oí), fa)... 

向 极限 函数 f(z) 的 一 致 收敛 性 , 这 时 r, (z) 所 指 的 是 差 f(z)— f.(z); 我 们 也 同样 
可 以 说 , 级 数 的 一 致 收敛 性 等 价 于 其 部 分 和 序列 的 一 致 收敛 性 . 
如 果 说 对 于 级 数 的 算术 运算 , 重要 的 是 其 绝对 收敛 性 , 这 一 点 我 们 已 经 看 到 , 则 
对 于 相当 一 部 分 上 共有 解析 运算 特征 的 情况 , 结论 是 : 其 一 致 收敛 性 是 很 方便 的 且 有 
时 是 不 可 少 的 前 提 . 我 们 马上 来 研究 几 个 例子 确认 这 一 点 . 
首先 来 研究 这 样 的 问题 : 在 什么 条 件 下 可 以 确信 级 数 (12) 的 和 S(z) 的 连续 
FE. 如 果 已 知 其 所 有 项 都 在 区 间 [w, 上 连续 , 此 时 和 函数 S(z) 也 可 能 是 间断 的 ， 
下 面 的 例子 就 指明 了 这 一 点 : 


ux (z) 一 ZL 一 Zn (n >1,0<c:r<1), 
S.(z)= 1—z2" (mn > 1); 

1, 40 < z< 1, 
S(O)=4 _ 1. 

0, `4z = 1. 


现在 来 证 明 : 若 级 数 (12) 一 致 收敛 , 则 从 其 项 的 连续 性 可 得 其 和 的 连续 性 . 实 
际 上 , 设 在 区 间 [a, b] 上 级 数 (12) 一 致 收敛 , 且 令 其 所 有 项 wn(z) 在 [a,b| 上 连续 
(这 也 表示 其 所 有 的 部 分 和 Sn(z) 也 在 [ww 中 上 连续 ). 令 a 为 区 间 [a,b] 中 的 任意 一 
个 数 且 s 为 任意 小 的 正 数 , 由 级 数 (12) 的 一 致 收敛 性 的 假设 我 们 可 以 取 足 够 大 的 


n, 使 得 


[Sn(2) — S(z)| < 3 
对 任何 z € |a, t] 都 成 立 . 暂时 国定 这 个 n 并 利用 函数 Su(z) 在 区 间 [a b) 上 的 连 
续 性 , 特别 是 在 其 中 点 a 处 的 连续 性 , 我 们 可 以 断言 , 对 点 a 的 某 个 邻 域 0 中 的 
任何 z 点 都 有 


|S,(z) — S,(e)| < š; 
但 此 时 对 任何 ze U 有 


此 即 表明 函数 S(z) 在 z = a 处 连续 . 
适 才 证 明 的 命题 之 道 不 成 立 . 在 一 个 级 数 非 一 致 收敛 的 某 些 情形 下 , 级 数 的 和 
仍 可 能 连续 . 这 可 以 从 前 面 我 们 所 做 的 例子 Su(z) = x”(1 — z") 中 看 到 . 那里 , 级 
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数 是 非 一 致 收敛 的 , 然而 其 和 在 整个 所 考虑 的 区 间 上 都 等 于 零 , 因而 是 连续 的 . 也 


就 是 说 , 连续 函数 项 的 级 数 的 一 致 收敛 性 保证 了 其 和 的 连续 性 , 但 却 不 是 连续 性 的 


必要 条 件 . 比 我 们 所 考虑 的 更 深入 的 理论 , 能 够 建立 起 保 记 


E 和 的 连续 性 的 必要 上 且 充 


分 的 收敛 性 特征 . 但 实际 上 , 和 的 连续 性 几乎 总 是 作为 级 数 的 一 致 收敛 性 的 结果 而 
得 出 的 . 


一 致 收敛 思想 得 到 本 质 上 应 用 的 男 一 个 问题 就 是 函数 的 级 数 的 “ 逐 项 积分 ” 问 


题 . 设 级 数 (12) 的 所 有 项 都 是 闭 区 间 [a, b] 上 的 连续 函数 ( 因 


否 确定 : 此 时 该 级 数 的 和 S(z) 也 在 此 区 间 上 可 积 , 并 且 
b °° pb 
| S(z)dz = | un (z)dz, 
a n=1 a 


有 


而 也 是 可 积 函数 ). 能 


如 同 有 限 和 的 情况 一 样 ? 容易 看 出 , 至 今 为 止 , 在 我 们 所 考察 的 所 有 例子 中 , 等 式 
(13) 实际 上 是 成 立 的 . 当然 , 它 等 价 于 下 述 两 个 等 式 之 一 : 


了 一 :CO 
a 


了 一 DO 


b 
lim | rn(Z)dz = 0. 


但 应 该 指出 , 这 些 关 系 并 不 总 是 成 立 的 . 首先 可 以 
看 一 个 和 函数 5S(z) 在 区 间 [a,b] 上 不 可 积 的 例子 . 为 
此 只 要 选 下 述 例子 (图 17) 就 足够 了 : 


(关于 wn(z) = Sn(z) 一 S,-i(z) 相应 的 表达 式 , 如 果 方 
便 的 话 , 你 们 上 自己 容易 做 出 ). 和 函数 


当 0 < z = 1, 


`ç = 0 


2 

£ 

lI 
— 
一 
HK HE 


正如 你 们 所 了 解 的 , 在 区 间 [0.1] 上 是 不 可 积 的 (因为 


E 1 = 
4 a — 0 时 | S(z)dz = jn a 趋 于 co). 


imi [ q: yka | Sd, 


图 17 


但 可 能 有 这 样 的 情形 发 生 : 函数 S(z) 在 区 间 [a,8] 上 可 积 , 而 等 式 (13) 却 不 


成 立 . 例如 , 令 (图 18) 


S,(z) = nan l(1— 2-1) (n >1,0 <: < 1). 


因为 当 0 < z <1 时 lim nx”! = 0°, 故 S(z) = 
0(0 < x <1). 于 是 有 


| S(z)dz = 0. 


但 是 容易 计算 
1 1 
| S,(z)az=n | (zn l z2n_2)dz= 1 -— u 


由 此 知 等 式 (13) 实际 上 不 成 立 . 但 是 容易 证 明 : 对 
任何 连续 函数 的 一 致 收敛 级 数 , 等 式 (13) 总 成 立 . 首 
先 , 我 们 此 时 已 经 知道 函数 S(z) 在 闭 区 间 [a, b| E ə 
连续 , 因而 它 在 闭 区 间 [ab] 上 可 积 ; 其 次 , 对 任何 
g > 0 都 存在 整数 no, 使 得 当 n > no 时 对 区 间 [a, b| 图 18 
上 的 任何 + 有 


— 


[ra (z)| < £. 


我 们 因此 得 到 


<e(b—a) (m > mo); 


| m Ada 


H =£ 的 任意 性 就 得 出 
[ rn(z)dz — 0 ( 当 n — co 时 )， 
而 这 就 等 价 于 等 式 (13). 

这 样 , 一 致 收敛 性 是 连续 函数 的 级 数 可 以 进行 逐 项 积分 的 充分 条 件 . 然而 正如 
在 前 一 个 问题 中 所 指明 的 一 样 , 它 并 不 是 可 积 性 的 必要 条 件 . 为 证 明 这 一 点 , 只 要 
再 充分 研究 一 下 本 小 节 开 始 时 所 引入 的 例子 Su(z) = xz"(1 一 zx") 就 够 了 . 这 里 收敛 
是 非 一 致 的 , 但 同时 当 n 一 co 时 却 有 


1 1 1 
| rn(Z)dz = | 2Z2ndz 一 | z" dr = 
0 0 0 


1 1 
2n+1 n+l 


`Y 3. 1 
@ 初等 的 证 明 是 这 样 的 : 令 0 < z < 1 了 二 2 y(> 0)， 此 时 z = (1 +)" > 
m(n—1) ,. n(n—1) > L, Nn 2 eo. 
让 at: == ; HJ). 
2 J > 2 9 É na ma < (n — Du2 (>4 m — oo 时 ) 


1 + mz 十 
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即 等 式 (13) 成 立 .” 
某 个 已 知 级 数 的 一 致 收敛 性 时 常 可 以 通过 下 述 简单 的 准则 来 证 明 : 如 果 
an 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 且 对 任何 充分 大 的 n 以 及 任何 ze M 都 有 


M8 


n=1 


[ux (z)| < on, 


则 级 数 (12) 在 集合 M 上 一 致 收敛 . 实际 上 , 在 定理 的 条 件 下 , 对 充分 大 的 ”以 及 任 
fl k > 0 和 任何 ze, 都 有 


[Wnti(T) 十 n+2(Z) 十 :十 Un+HRE(Z)| < 


T 


n+k nt+k 
>` lui(z)| < >` ai < € 
i 二 nn 十 1 i 二 nn 十 1 


(后 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 柯 西 准则 对 任何 充分 大 的 n 及 任何 k > 0 成 立 )， 由 此 
按 柯 西 准则 级 数 (12) 收敛 , 而 对 充分 大 的 n 及 任何 zs M, 都 有 


Irn(z)| < =, 


此 即 所 要 证 明 的 . 
4.7 2228 
无 疑 , 对 于 数学 分 析 而 言 , 最 重要 的 一 个 特殊 的 函数 级 数 类 是 虹 级 数 , 即 形 如 


ao jaiz +a +... +a ad... (14) 
的 级 数 , 其 中 qo,a1,a2,… ,an,.…， 是 已 知 的 实数 ?我 们 这 里 来 研究 这 类 级 数 的 一 
些 最 重要 的 性 质 . 

你 们 首先 要 知道 , 对 以 0 为 中 心 的 军 级 数 而 言 , 总 是 存在 着 以 点 0 为 中 心 的 革 
个 开 区 间 (一 rr) 称 为 收敛 区 间 , 在 其 内 已 给 的 级 数 (14) QR, 而 在 其 外 则 级 数 (14) 
发 散 . 数 r 称 为 已 知 级 数 的 收敛 半径 , r 可 以 是 从 0 到 +oo 的 任何 值 , 且 包 含 这 两 
个 极端 的 值 (例如 当 w 二 ml 时 7 二 0; 当 a = 时 7 二 十 o0). 给 出 了 收敛 半径 ， 
就 决定 了 已 给 级 数 的 收敛 区 间 , 但 在 其 两 个 端点 处 窜 级 数 的 收敛 性 不 能 确定 . 也 就 
是 说 , 收敛 区 间 可 以 是 闭 的 或 者 是 开 的 , 也 可 以 是 “ 半 闭 区 间 ”, 即 只 包含 其 中 一 个 
端点 的 区 间 . 例如 下 述 三 个 级 数 , 其 系数 分 别 为 w = han = 二 Ton = 万 D> 
每 一 个 收敛 半径 都 等 于 1, 其 中 第 一 个 级 数 当 z = 1 及 xz = —1 时 发 散 , 即 在 收敛 区 


@ 本 书 没有 讲 级 数 可 和 否 逐 项 求 导 的 问题 . 这 一 问题 更 复杂 ， 可 以 参看 任何 一 本 比较 完备 的 数学 分 析 

教程 . 译 者 注 
Q a0,a1,"… ,an 称 为 窜 级 数 (14) 的 系数 . 它们 时 常 是 复数 , 而 下 面 的 结论 对 复数 系数 的 究 级 数 
稍 加 修改 也 都 是 成 立 的 , 甚至 更 自然 . 但 这 本 教程 中 不 讨论 a; 和 z 都 是 复数 的 窜 级 数 . 为 了 适用 于 
一 般 情 况 , 我 们 称 ao +ali(z 一 oj 二 aa(z 一 a)2 十 :十 an(z 一 ao 十 :为 以 a 为 中 心 的 索 级 数 ， 
于 是 特 称 (14) 为 以 0 为 中 心 的 震级 数 . 译 者 注 
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间 的 两 个 端点 处 发 散 (该 级 数 是 以 z 为 公 比 的 几何 级 数 ); 第 二 个 级 数 当 z = 1 时 
变 成 调和 级 数 , 而 当 z = -1 时 则 变 成 为 “ 莱 布 尼 茨 级 数 ” 
1 1 1 1 1 


1 | Ëy gl Esa: , 
2 3 4 2n—1 2n 


因而 它 当 x = 1 时 发 散 而 当 z = -1 时 条 件 收敛 ; 第 三 个 级 数 则 在 收敛 区 间 的 两 个 
端点 处 都 绝对 收敛. 

我 们 简单 讲 一 下 怎样 证 明 窜 级 数 的 收敛 区 间 有 这 样 特 别 的 形状 . 其 推导 是 基 
于 一 个 美妙 的 定理 : 如 果 级 数 (14) 当 z = a 时 收敛 , 则 它 对 任何 |z| < a 的 zx 值 都 绝 
对 收敛 . 证 明 如 下 . 从 级 数 (14) 当 z = a 时 的 收敛 性 得 出 当 n 一 co 时 aa — 0. 
这 就 意味 着 存在 一 个 C > 0, 使 得 |a, | < Cn = 1,2,…). 现在 令 |z| < c, 则 有 


n n k n 
2 oo- oa | < cy 
= k= 全 k= 


因为 右边 与 n 无 关 , 所 以 左边 当 n 一 co 时 是 有 界 的 , 即 级 数 (14) 绝对 收敛 . 由 此 
定理 马上 可 以 得 出 宕 级 数 收 剑 区 间 的 特殊 的 形状 , 因为 离 零点 比 > 近 的 所 有 点 与 
点 z 一 起 都 属于 该 区 间 . 此 定理 的 另 一 个 推论 是 : 在 收敛 区 间 的 每 一 个 内 点 处 级 
数 (14) 都 绝对 收敛 . 至 于 一 致 收敛 性 , 则 对 于 整个 收敛 区 间 , 我 们 还 不 能 做 出 断言 
正如 已 经 有 几何 级 数 (o = 1) 的 例子 所 指明 的 那样 : 无 论 对 于 多 么 大 的 n, 只 要 z 
充分 靠近 于 1, rw(z) =  ，，, zt 都 会 变 得 任意 大 . 但 是 容易 证 明 : 若 一 个 区 间 
连同 其 端点 包含 于 收敛 区 间 内 部 ", 则 震级 数 在 此 区 间 上 都 一 致 收敛 . 实际 上 , 令 r 
为 级 数 (14) 的 收敛 半径 且 设 0 < r" < r. 对 任何 满足 不 等 式 lz| < r 的 z, 对 任何 
n 都 有 


lanz"| < lanlr™. 


而 因 YU lenlr” 是 收敛 的 正 项 级 数 , 则 级 数 (14) 按照 前 一 小 节 末尾 所 证 明 的 准 
则 就 是 在 区 间 lz| < ” 上 一 致 收敛 的 . 


@ 在 俄 文 著作 中 ,“ 在 区 间 内 部 "(BHYyTPH OoTpe3Ka) 一 语 是 指 存在 一 个 充分 小 的 m > 0 使 这 区 间 
包含 了 闭 区 间 [7 + mr 一 可 这 里 ”> 是 收敛 半径 . “在 区 间 内 ”(B oTpe3Ke) 则 就 是 通常 的 

€ (—r,r). 下文 给 出 了 xr/， 就 是 指 取 9 = 7 — mw， 而 在 现代 文献 中 , 如 果 集合 U 不 仅 包含 于 区 
间 (a,b) 中 , 而 且 存在 一 个 充分 小 的 正 数 w, 使 得 U c [a + m,b — m] 中 , 就 说 UU 紧 包含 于 (oa, b) 
中 , 记 作 U € (a,b). 由 于 俄 文 的 “在 区 间 内 部 ”与 “在 区 间 内 ”的 区 分 很 难 让 学 生 明 白 , 容易 引 走 
误会 ， 所 以 在 下 文中 将 尽 可 能 不 用 “在 区 间 内 部 ”的 说 法 ， 而 尽 可 能 多 用 “ 紧 包 含 ” 的 说 法 
一 一 译 者 注 


.eu 


na 
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由 此 定理 还 可 推 得 一 个 十 分 重要 的 推论 :， 寡 级 数 的 和 是 其 收敛 区 间 的 每 

一 个 内 点 处 的 连续 函数 .也 就 是 说 ， 由 “在 区 间 内 部 ”的 一 致 收敛 性 得 出 了 “在 
区 间 内 ”的 连续 性 . ° 
如 果 级 数 (14) 当 x = r 时 也 收敛 , 则 可 以 同时 断言 其 在 区 间 [0,7] 上 一 致 收敛 
(这 就 表明 其 和 在 该 区 间 上 连续 ). 这 就 是 著名 的 阿 贝尔 定 理 , 它 在 函数 论 中 起 着 重 
要 的 作用 . 
要 证 明 这 个 定理 , 我 们 先 来 建立 下 述 也 属于 阿 贝尔 的 初等 引 理 : 


n2 
>` an 人 (ba — bx 1) =. bn( n — Gn+1) — Ga, Day £ + Gas 1 Ons 
n=n1 税 二 入 此 
其 中 To > n1 > 0, Gk 和 bk 是 任意 的 数 . 
实际 上 ， 
n2 
>` an(Dn bn_1) — an1(ba, w. baa =i) + Qni+1(Dni+1 ks bm ) 
T=T,1 


a ani+2(bnit+2 bni+t1) Ee Qna—1(Dnza—1 _ bn —2) 
T Gn (bn. bns—1) 


= — Qnibni1 + bn (am s; Qnit1) 本 bnit1(Qnitl 一 ani+2) 


二 十 Dns_1(Qns 1 — Qns) + bnzQn2. 


= bn( — Qn+1) 一 Qni bani 十 Ca 


现在 我 们 来 证 明定 理 . 

阿 贝 尔 定理 ”车 级 数 (14) 3 z = r >0 时 收敛 , 则 它 在 区 间 0 < z <r 上 一 致 
收敛. 

证 明 令 为 任意 的 正 数 .， 由 柯 西 准则 , 对 充分 大 的 n 以 及 任何 有 > 0， 
都 有 


n+k 
>` ai7 | < e. 
i 二 nn 十 1 
nk 
为 简便 计 , Y ”airi=ok(o0=0), 因而 有 |ox| <e(k=0,1,2,…). 当 0<z<r 
i 二 ni 十 1 
时 有 
nk nk š 
i 3 人 ( ) ” 
5 a= Tar (E) Q Ya aen (2 
i 二 nn 十 1 i 二 nn 二 1 4=1 


@ 这 句 话 是 译 者 加 的 一 一 译 者 注 
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而 由 已 证 的 引 理 (也 由 等 式 co = 0) 得 


n+k k š I 
: + +i+1 +k+1 
> ai7 | = > (人 一 (2) i ra (2 
i 二 nn 十 1 i=1 T 1 7 
k 
TN nti ya TN\n+k+1l 
s>) (1 7) thonl (7) 
— 二 网 | 人 (> 


EO 
( 
( 


因此 由 柯 西 准则 得 到 级 数 (14) 收敛. 对 其 取 当 一 co 时 的 极限 , 我 们 从 后 一 不 等 
式 得 出 : 对 充分 大 的 n 有 


[ra (2) <£ (0 < z < r); 


表明 级 数 (14) 在 闭 区 间 [0,"] 上 一 致 收敛 . 
必须 指出 , 从 级 数 (14) 当 z = r 时 的 收敛 性 得 出 其 在 整个 区 间 (—r,r) 上 的 一 
致 收敛 性 是 不 正确 的 . 例如 级 数 
2 3 


= 和 于 
1 2 3 


当 z = 1 时 收敛 , 而 且 显然 当 z = 一 1 时 发 散 , 它 在 其 整个 收敛 区 间 (—1,1) 上 并 不 
一 致 收敛 . 

马上 可 以 明白 , 关于 徊 级 数 的 最 重要 的 问题 之 一 便 是 由 级 数 的 已 给 的 系数 a, 
来 确定 其 收敛 半径 +. 当然 , 你 们 可 能 知道 : 正 项 的 数 项 级 数 收敛 性 的 初等 法 则 使 
得 有 可 能 在 某 些 特殊 的 假定 之 下 解决 此 问题 . 

例如 , r n 一 co 时 存在 极限 lim Vlan| = 1, 则 相应 于 0<1<+o%,l!=0 
É 1 = +coo, # r = 1 +oo 或 0. 然而 , 可 以 指出 一 个 在 任何 情况 下 解决 此 问题 的 方 
法 而 不 要 求 im Vlan| 存在 . 

定理 j lim Vlan|=1, 则 此 时 


这 上 


===, 


1 
i 当 0 < | < +oo, 
Tu == 0, 


当 1 = 十 co， 
十 co， 当 ! = 0. 
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因为 上 极限 (有 限 或 无 限 ) 对 任何 序列 都 存在 , 则 此 定理 实际 上 在 一 切 情况 下 
解决 了 所 提出 的 问题 . 
在 证 明之 前 , 我 们 注意 到 , 如 果 数 1 是 某 个 序列 的 上 极限 , 则 对 任何 £ > 0, 从 
该 序列 的 某 个 位 置 开始 的 所 有 项 都 要 小 于 1 十 e. 反之 , 在 该 序列 的 充分 远 的 地 方 ， 
总 有 数 大 于 1 一 se. 

定理 的 证 明 1) W 0 < | < +co, r = 
收敛 而 当 x > r 时 发 散 . 


la) 设 0<z<r= 


1 党 ~ 三 
7: 需要 证 明 级 数 (14) 当 0 < z < r 时 


= — 


因而 有 lx < 1. 很 显然 可 以 选择 e(> 0) 充分 小 , 使 得 
(1 十 ejz <1. 从 数 ! 的 定义 得 出 : 对 充分 大 的 nn 有 


Vlan| <lte, lan| < (I+ e)". 


于 是 有 


lan|z™ < [(I + £)z]”; 


828 (I+ ez < 1, 则 级 数 (14) 的 项 按 其 绝对 值 来 讲 , 对 充分 大 的 n, 不 能 超过 收敛 
的 几何 级 数 于 [(1 + sjzj” 的 对 应 项 , 因而 得 到 级 数 (14) 的 收敛 性 . 

I) zs = Í 因而 lz > 1, 对 于 充分 小 的 。 > 0, 我 们 有 (1 — Ə)z > 1. 按照 
数 1 的 定义 , 存在 着 充分 大 的 值 n, 使 得 Via > 1 se. 由 此 得 lo >(U-en. H. 
因而 有 


aa |z > [(I — s)z]” > 1. 


由 此 得 出 级 数 (14) 含有 无 穷 多 个 绝对 值 大 于 1 的 项 , 因而 其 一 般 项 不 可 能 是 无 穷 
小 , 于 是 级 数 发 散 . 

2) 令 1= 0. 需要 证 明 级 数 (14) 对 任何 z > 0 都 收敛 . 按照 数 1 的 定义 , 对 于 
充分 大 的 nn 有 


WV 
即 级 数 (14) 的 第 n 项 对 充分 大 的 n, 按 绝对 值 而 言 又 小 于 某 个 收敛 的 级 数 的 第 n 
项 . 这 就 表明 级 数 (14) 收敛 
3) 令 1 = +co. 需要 证 明 级 数 (14) 对 任何 z > 0 都 发 散 . 按照 数 1 的 定义 , 对 
生意 大 的 n 都 应 当 有 


s. 1 
Vlan| > —, lanlz™” > 1. 
z 


这 又 意味 着 级 数 (14) 的 一 般 项 不 可 能 是 无 穷 小 , 因而 级 数 发 散 . 至 此 , 定理 在 所 有 
的 情形 下 都 已 得 证 . 
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51 ” 导 函 数 和 导数 


至 今 为 止 , 我 们 主要 是 致力 于 引入 数学 分 析 的 辅助 性 结构 , 或 者 说 , 是 在 讨论 
基本 的 概念 . 今天 我 们 转向 数学 分 析 的 核心 建筑 , 它们 构成 了 微分 学 和 积分 学 . 

设 y= f(x) 是 变量 z 定义 于 点 x = a 的 某 个 邻 域内 的 函数 . 如 果 从 此 点 移 向 
点 a 十 h, 则 函数 y 得 到 增 量 f(a 十 hh) 一 f(a). 如 果 我 们 想 表 示 当 未 知 量 z 变化 时 
量 y 的 变化 速度 , 即 想 得 知 在 这 种 变化 中 函数 f(x) 的 “敏感 ” 程度 , 则 我 们 当然 应 
该 以 某 种 方式 来 比较 函数 y 的 增 量 与 产生 这 种 增 量 的 量 z 的 改变 量 h. 对 此 , 最 自 
然 的 就 是 要 研究 比值 


Ms 加 
它 给 出 了 函数 y 在 量 z 有 单位 增 量 时 的 平均 增 量 . 不 过 , 它 是 对 确定 的 六 计算 的 ， 
所 以 一 般 来 说 , h 不 同时 会 给 出 不 同 的 结果 . 而 要 使 所 提 的 问题 得 到 唯一 的 解答 ,我 
们 必须 规定 选取 广 时 要 遵循 某 个 唯一 的 标准 . 

如 果 我 们 的 目的 是 研究 函数 f(z) 在 邻近 a 点 的 性 质 , 则 显然, 当选 取 的 | 越 
小 , 量 (1) 作为 函数 y “可 变性 " 的 尺度 , 将 在 越 大 程度 上 满足 我 们 的 要 求 . 实际 上 ， 
量 (1) 刻画 了 函数 在 区 间 [a,a 十 加 ”上 的 “平均 变化 率 ”, 且 当 |h| 越 小 , 这 区 间 就 
越 向 a 点 压缩 . 由 此 考虑 出 发 , 对 于 已 经 熟知 极限 过 程 的 我 们 , 已 经 向 认识 这 个 问 
题 的 最 满意 的 解答 迈进 了 一 步 , 即 以 量 (1) 当 h — 0 时 的 极限 (当然 , 要 在 这 个 极 
限 存在 的 假设 之 下 ) 作为 函数 在 靠近 a 点 的 邻近 的 变化 特征 . 这 个 极限 即 量 


— 


你 们 都 了 解 , 为 一 种 通用 的 表示 方法 是 把 上 式 写 成 


A 
h= Az,f(e+h)—- fl) = Au, f'(e) = Jim. 2 


我 们 称 上 述 这 个 量 为 函数 f(zx) 在 点 a 处 (或 者 说 ,“ 当 z = a 时 ”) 的 导数 . 这 就 是 
说 , 某 个 函数 在 已 知 点 的 导数 是 用 以 描述 该 函数 在 已 知 点 的 最 邻近 处 的 相对 变化 率 
的 . |f'(a)| 越 大 , 量 y 对 于 量 z 在 其 初始 位 置 a 的 很 小 偏离 越 敏 感 . 量 frio) 的 符 


@ 这 里 的 h 可 正 、 可 负 . 当 h < 0 时 , 应 该 把 这 个 区 间 写 成 [a + h,alj, 但 这 不 会 影响 下 面 的 讨论 . 
所 以 z 的 增 量 h 都 是 指 可 正 可 负 的 量 .一 一 译 者 注 
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号 刻画 了 该 可 变性 的 方向 : 量 f(a) 为 正 或 负 , 取决 于 量 z 从 初始 值 a 开始 稍 有 增 


大 时 , 函数 y 是 增加 还 是 减少 . 如 果 从 几何 上 描绘 函数 y = f(a), 则 我 们 感 兴趣 的 


变化 率 在 图 上 的 显示 ， 


a 时 ). 正如 你 们 所 知道 的 那样 ， 
点 z = a 处 的 切线 的 斜率 . 
当 用 自 变 量 x 


H#WE100 


很 显然 是 这 图 形 上 升 或 者 下 降 得 多 陡 ( 当 变 量 z 
的 术语 来 说 , 导数 被 图 解 为 曲线 y = f(z) 在 


的 值 经 过 值 


表示 时 间 时 , 导数 得 到 了 最 简单 的 实际 的 解释 . 在 此 条 件 下 , 量 


(1) 表示 的 是 量 y 在 时 间 间 隔 [a,a 十 加 上 的 平均 变化 速度 , 而 导数 f'(a) 则 表示 这 


种 变化 在 时 刻 


时 刻 z 这 段 时 间 内 所 通过 的 路 程 ， 


a 的 “页 实 速度 ”. 特别 地 , 27 y = f(z) 表示 动 点 从 某 给 定时 刻 zo 到 


给 出 了 所 研究 现象 的 最 重要 方面 的 
个 相对 于 另外 一 个 的 变化 率 . 
如 果 你 们 今天 是 初次 听 到 “导数 ”这 个 词 , 你 们 可 
里 谈 到 的 都 是 关于 极限 、 数 等 , 那么 “ 
“导数 ”是 “ 导 函 数 ” 的 省 略 表示 ， 我们 的 全 间 


量 中 的 


在 于 


局部 特征 : 


= 
P 


dy 


字 是 什么 


== 
Á 


导数 概念 正好 就 是 瞬时 速度 这 个 力学 概念 . 
在 数理 科学 以 及 数学 分 析 的 其 他 应 用 中 , 导数 起 着 如 此 卓越 的 作用 , 是 因为 它 
它 定 量 地 估计 了 两 个 互相 联系 的 变 


能 会 问 : 为 什么 叫 导 数 ? 这 
思 ? 但 你 们 当然 知道 , 问题 
计算 及 全 部 讨论 都 是 对 区 间 


[w 上 的 一 点 a (任意 选取 的 ) 所 作 的 , 我 们 对 该 区 间 的 任何 一 点 z 都 可 以 这 样 


质 ; 它 所 描述 的 # 
性 质 . 


事实 : 导数 是 所 给 函数 的 局 部 性 质 , 特别 是 忆 
不 是 在 整个 区 间 [a,b| 上 的 性 质 , 而 只 是 靠近 其 个 别 点 处 邻近 的 


E 所 考虑 的 每 


作 (当然 , 要 假设 每 次 所 计算 的 极限 都 存在 ). 所 以 我 们 计算 的 结果 是 x 的 函数 , 这 
样 得 出 的 函数 fra) 称 为 导 函 数 ， 不 言 而 喻 , 所 有 这 些 讨论 没有 改变 如 下 的 基本 


个 特定 点 处 的 局 部 性 


如 果 函 数 f(z) 在 点 a 处 有 导数 , 就 是 说 当 z = a 时 是 可 微 的 . 如 果 导 数 在 该 


区 间 的 每 一 个 内 点 都 存在 , 称 其 


微 的 . 这 一 点 可 以 从 下 面 的 事实 


明显 看 上 


在 区 间 [o, 上 是 可 微 的 . 很 显然 , 可 微 性 类 似 于 
连续 性 , 也 是 函数 的 局 部 性 质 . 你 们 当然 知道 , 只 有 在 a 处 连续 的 函数 才 可 能 是 可 


H: 当 分 数 (1) 的 分 母 趋 近 于 零 时 , 要 使 极 


限 存在 则 必须 使 该 分 数 的 分 子 也 


续 性 . 你 们 可 能 也 知道 , Wi ay i 


所 示 的 函数 , 尽管 没有 给 出 其 


fb 


趋 近 于 零 . 这 恰好 就 表明 函数 f(z) 在 点 a 处 的 连 
不 成 立 : 连续 函数 可 以 是 没有 导数 的 . 例如 图 19 


表示 , 但 可 以 明显 看 出 它 是 连续 的 , 在 点 a 处 当 


h — +0 D| h — —0 时 , 分 别 存在 着 式 (1) 的 极限 . 但 这 两 个 极限 不 相等 ，( 在 几 


何 上 表现 为 , 在 点 a 处 


| 线 没有 唯 


的 切线 . 可 以 指望 , 目 第 三 讲 之 后 ， 


你 们 中 谁 也 


不 会 再 断言 图 


19 中 给 出 的 “不 是 


+, 而 是 两 个 函数 ” ) 


因此 当 h 一 0 时 极限 不 


存在 . 表达 式 (1) 14 h — +0 K h — —0 时 的 极限 如 果 存 在 , 则 分 别称 作 函 数 f(z) 


在 点 a 处 的 


和 导数 和 左 导 数 . 而 对 函数 f(x) 在 点 a 处 的 可 微 性 而 言 , 很 显然 , 当 
且 仅 当 该 点 处 的 右 导数 和 左 导数 都 存在 且 彼 此 相等 . 
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图 19 给 出 了 函数 在 个 别 点 处 连续 却 没有 导数 的 
一 个 最 简单 的 例子 . 但 这 里 的 右 导数 和 左 导数 都 是 存 
在 的 .自然 接着 就 会 提出 这 样 的 问题 是 否 始终 是 这 
样 的 ? 很 容易 看 到 , 有 这 样 的 情况 : 连续 函数 是 在 更 为 
深刻 的 意义 下 不 可 微 的 . 图 20 给 出 了 函数 y — z sin L 
在 点 x = 0 附近 的 状态 . 因为 当 z — 0 时 


1 
zsin—| < |z] — 0, 


ba 图 19 

若 补充 定义 当 二 0 时 y = 0, 则 我 们 看 到 函数 y 在 点 0 处 连续 . 但 因为 当 zx( 比 如 
从 右边 ) 趋 于 零 时 > — +oo, 而 且 sin Ë 无 穷 多 次 地 振动 于 +1 和 —1 之 间 , 所 以 
zsin 在 直线 y = z 与 y = -zx 之 间 无 穷 多 次 地 振荡 . 式 (1) 此 时 等 于 sin ( 令 
e =0 K h= x), 它 以 区 间 [—-1,1] 上 的 所 有 数 为 部 分 极限 . 其 上 极限 是 1, 下 极限 
是 -1. z +0 和 zz — —0 时 都 完全 一 样 . 这 就 是 说 , 在 点 0 处 既 没有 右 导 数 , 也 
没有 左 导 数 . 


图 20 


在 任何 情况 下 , 4 h — +0 #l h — -0 IF, 式 (1) 都 有 上 极限 和 下 极限 . 这 四 
个 极限 都 可 以 称 为 已 给 函数 在 已 知 点 处 的 导数 : 其 中 的 每 一 个 都 可 以 是 数 , 也 可 以 
是 符号 +oo 中 的 一 个 . 这 就 是 说 , 任何 一 个 函数 在 任何 一 点 上 (在 该 点 的 某 个 邻 域 
内 函数 要 有 定义 ) 都 有 四 个 导数 : 右边 的 上 导数 、 右 边 的 下 导数 、 左 边 的 上 导数 、 
左边 的 下 导数 . 如 果 右边 (左边 ) 的 两 个 导数 相同 , 则 函数 在 已 知 点 有 右 ( 左 ) 导数 . 
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若 所 有 的 四 个 导数 都 有 限 且 彼此 相等 (也 只 在 此 时 ), 则 函数 在 已 知 点 是 可 微 的 . 这 
时 , 四 个 导数 的 公共 值 就 是 开始 时 讲 的 导数 ” 所 有 四 个 导数 在 某 点 处 都 是 无 穷 的 例 
子 由 函数 


当 xz==0 时 

在 点 x = 0 处 给 出 , 你 们 自己 可 以 很 容易 地 进行 分 析 . 

如 果 注 意 到 , 同一 个 函数 在 不 同 的 点 上 可 以 出 现 完全 不 同 的 图 像 (如 刚才 画 出 
的 ), 你 们 就 会 明白 : 从 微分 学 的 观点 来 看 , 同一 个 函数 会 表现 出 多 么 复杂 的 构造 . 
类 似 于 图 20 中 所 描述 的 现象 绝 不 总 是 只 发 生 在 个 别 的 、 孤 立 的 点 上 , 存在 着 这 样 
的 连续 函数 , 在 其 每 一 点 的 邻 域 都 有 如 此 复杂 的 结构 (特别 地 , 具体 地 说 , 就 是 处 处 
不 可 微 的 ). 遗憾 的 是 , 本 讲义 的 范围 不 允许 我 们 再 停留 在 现在 已 有 的 、 数量 众 多 的 
类 似 函 数 的 例子 上 . 

现在 我 们 转 到 对 导数 应 用 的 例子 的 研究 ， 你 们 当然 了 解 ， 对 于 可 微 函数 而 言 ， 它 
们 增加 或 减少 的 状态 同 导 函 数 的 符号 密切 相关 . 特别 地 ， 如 果 在 区 间 [a,b] 的 所 有 点 
处 F(x) > O(< O), 则 函数 f(z) 是 该 区 间 上 的 不 减 (不 增 ) 函数 . 增加 或 减少 的 这 些 
判 据 ， 当 它们 可 以 应 用 时 ( 即 当 已 知 函数 有 导 函 数 时 )， 当 然 是 再 好 不 过 的 了 ; 但 在 函 
数 不 可 微 时 ， 这 类 判 据 当 然 什 么 也 不 能 给 出 ， 而 其 实 最 近 的 研究 发 现 ， 函数 增加 或 减 
少 的 必要 且 充 分 条 件 是 完全 无 需 其 可 微 性 的 . 为 证 明 这 一 点 , 我 们 来 证 明 下 述 命题 . 

定理 ” 设 f(x) 为 区 间 [o, 吕 上 的 连续 函数 , 且 设 该 函数 的 四 个 导数 之 一 (我 们 
表 之 以 D f(z)) 对 任何 a < z < b 都 是 非 负 的 , M) f(b) > f(a). 

毫 无 疑问 , 这 样 表 述 的 判 据 实质 上 要 比 通常 的 判 据 更 强 一 些 , 因为 这 里 谈 到 的 
是 任何 连续 函数 , 而 它们 一 般 来 说 是 不 可 微 的 . 

证 明 。 设 与 定理 的 论断 相反 , 令 f(D) < fto)， 并 且 取 数 ,使 得 Pe), 
= > 0. 为 确定 起 见 , 令 Df(z) 为 函数 f(z) 的 右边 的 上 导数 . 设 p(z) = f(z)— f(a)+ 
e(z — a), 很 显然 有 yp(a) = 0, HAJ 


1 
-| |z|sin =~, >4 z Z 0 时 ， 
0, 


各 = 间 | < 


pO = (6-0 | A (2) 


令 M 为 区 间 |a, b] L dš: p(z) = 0 的 点 的 集合 , H. a 为 该 集合 的 上 确 界 . 如 果 
gp(a) > 0 (或 者 g(a) < 0), 则 由 于 p(x) 和 f(x) 一 样 是 连续 的 , 故 在 点 a 的 某 一 邻 
域 U 中 的 任 一 点 z 都 有 e(z) > 0 (或 相应 地 , o(z) < 0). 男 一 方面 , 由 上 确 界 的 定 


e(b) < 0, 则 很 显然 有 : ` o < z < b PF e(z) < 0. 对 任何 这 样 的 z, 


@ 这 句 话 是 译 者 加 的 . 附带 一 提 , 正文 中 说 若 f(z) 在 [a,b] 的 每 一 个 内 点 都 有 导数 , 就 说 它 在 [a,b|] 
上 可 微 , 这 显然 是 有 语 病 . 应 该 加 上 f(x) 在 a,b 两 点 分 别 有 右 导数 和 左 导 数 ， 译 者 注 


e(z) 一 2(a) 


因此 有 Do(o) < 0. 但 Dy(a) = Df(o) + £, 由 此 得 


< 0. 


Df(z) = Do(o) — £ < 0, 

这 与 定理 的 条 件 之 间 的 矛盾 使 定理 得 证 . 
5.2 ”微分 

微分 概念 是 微分 学 的 下 一 个 基本 概念 . 现在 我 们 是 把 微分 当 作 通过 导数 概念 

来 定义 的 派生 概念 , 但 这 并 非 总 是 如 此 . 在 无 穷 小 分 析 " 产 生 的 时 代 以 及 更 早 得 多 

的 时 代 ， 人 们 是 把 微分 作为 数学 分 析 的 原生 概念 , 而 导数 恰 是 作为 微分 之 比 , 即 作 

为 派生 概念 来 定义 的 . 那 时 , 微分 概念 时 常 没有 明确 定义 , 甚至 默认 了 其 中 所 含 的 

矛盾 . 因为 在 那个 时 代 的 数学 中 , 能 够 把 变化 过 程 中 的 变量 作为 统一 对 象 来 把 握 的 

辩证 的 思维 方法 还 没有 得 到 充分 的 发 展 . 

你 们 当然 都 知道 微分 形式 的 定义 : 我 们 称 量 


dy = f'(z)A z (3) 
为 函数 f(z) 的 微分 , 其 中 Az 为 自 变 量 的 增 量 . 也 就 是 说 , 函数 f(z) 的 微分 是 两 
个 自 变 量 一 一 量 x 及 其 增 量 Ax 一 一 的 函数 . 这 两 个 变量 的 值 彼此 之 间 毫 无 关系 且 
以 完全 无 关 地 选取 .” 


特别 地 , 研究 函数 y = z, 我 们 得 到 结论 : dz = Az, 即 自 变 量 的 微分 和 增 量 相 
等 . 在 公式 (3) 中 以 dz 代替 Az, 我 们 得 到 


dy = f'(z)dz 


z 


由 此 得 


即 导 数 等 于 函数 的 微分 与 自 变 量 的 微分 之 比 . 
然而 , 只 是 这 些 纯粹 形式 的 研究 , 还 不 足以 使 我 们 理解 微分 概念 对 于 数学 分 析 
及 其 应 用 具有 巨大 意义 的 原因 . 为 了 弄 通 这 个 问题 , 需要 从 本 质 上 来 认识 微分 的 思 
想 . 可 能 最 为 方便 的 是 从 研究 一 种 特殊 情况 开始 ， 妈 z 表示 时 间 , 而 y = f(z) 表示 
动 点 在 从 0 到 z 的 时 间 间 隔 内 通过 的 路 程 . 这 时 正如 我 们 所 了 解 的 , f(x) 意味 着 
动 点 在 时 刻 z 时 的 瞬时 速度 . 因此 dy = f(z)Az 是 动 点 在 时 间 间 隔 [z, z + Az] 内 
@ 我 们 现在 所 说 的 微 积 分 学 , 在 历史 上 , 例如 在 欧 拉 的 时 代 , 曾 被 称 为 “无 穷 小 分 析 ”. 一 一 译 者 注 
@ 这 一 点 至 关 重 要 , 是 理解 微分 dy 的 实质 的 关键 即 认为 dy 是 两 个 自 变 量 z 与 h ( 即 Az) 的 函 
数 , 往 下 再 令 z 固定 而 专注 于 h( 即 Az) 的 变化 . 所 以 z 与 h 是 完全 互相 独立 的 . 微分 的 现代 概 
念 要 害 即 在 这 里 . 一 一 译 者 注 
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所 通过 的 路 程 的 值 , 但 要 把 原来 的 运动 换 成 男 一 种 运动 , 即 动 点 在 此 时 间 段 内 是 以 
该 区 间 开 始 时 的 速度 作 匀 速 运动 的 . 实际 上 , 真实 的 动 点 在 此 时 间 间 隔 内 通过 的 实 
际 距离 一 般 来 说 会 是 另外 的 数值 , 因为 速度 不 会 是 常数 . 
正如 我 们 所 了 解 的 那样 , 一 般 情况 下 , 导数 f(z) 是 作为 量 y 对 已 知 量 z 的 相 
对 变化 率 的 度量 来 研究 的 , 所 以 我 们 可 以 把 微分 dy = f'(z)Az 看 作 另 一 个 函数 y 
当 自 变量 z 从 其 初 值 变化 到 x + Az 时 的 增 量 , 而 这 个 函数 在 区 间 [zx,z 十 Az] 中 
的 所 有 点 处 变化 率 的 度量 ,都 和 原来 的 函数 在 该 区 间 的 起 点 处 的 变化 率 的 度量 一 
Fé. 这 可 以 直观 地 用 图 21 来 表示 : dy 是 另 一 条 曲线 y = f(a) 当 自 变量 从 z 变 到 
z+ Az 时 纵 坐 标 走 过 的 路 程 , 这 条 曲线 在 此 区 间 上 处 处 的 倾角 都 与 原来 曲线 在 点 
z 处 的 倾角 一 样 , 即 我 们 以 原 曲线 在 横 坐 标 为 z 的 点 处 所 引 的 切线 来 代替 原 曲 线 . 


图 21 
你 们 可 能 知道 : 在 应 用 科学 中 , 当 Az 很 小 时 常常 不 区 别 函 数 y = f(x) 的 增 量 


Ay 与 微分 dy. 这 有 时 甚至 会 导出 “微分 就 是 无 穷 小 增 量 ”这 种 不 正确 且 有 害 的 说 
法 (实际 上 ， | 也 不 是 无 小 量 ) 把 原来 的 函数 换 成 男 一 
个 函数 自然 引出 两 个 问题 1) 这 种 代 换 在 什么 范围 内 是 允许 的 ? 2) 这 种 代 换 会 带 
来 什么 好 处 ? 认真 回答 这 两 个 问题 页 对 我 们 将 是 有 益 的 . 

要 回答 第 一 个 问题 , 我 们 将 从 关系 式 


= 
出 发 并 以 a 来 表示 由 此 关系 式 而 得 的 无 穷 小 量 SU _ pr), 这 使 得 
Ay = f(z)Az+aAz = 有 十 (30) 


因为 当 Az 一 0 时 ea — 0, J aAz 是 比 Az 更 为 高 阶 的 无 穷 小 量 . 这 里 是 以 
Az 为 自 变 量 ， 所 以 比值 SU = f'(az) 对 Az 而 言 是 常量 (但 对 z 而 言 却 是 变量 ")， 


@ 请 比较 上 一 个 脚注 . 一 一 译 者 注 
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而 次 加 当 Az — 0 时 以 此 常量 为 极限 . 如 果 我 们 有 Ptz) Z 0, 量 Az,Ay dy 才 
是 同 阶 的 无 穷 小 量 ， 因 此 作为 较 Az 为 高 阶 的 无 穷 小 量 的 值 a Az, 同时 也 是 关于 
Ay dy 这 两 个 无 穷 小 量 的 高 阶 无 穷 小 量 ， 也 就 是 说 , 我 们 所 得 的 关系 表明 : 如 果 
f'(a) Z 0, 函数 当 Az — 0 时 的 增 量 与 微分 之 间 的 差 , 是 关于 其 中 每 一 个 ( 即 函 
数 的 微分 或 增 量 ) 的 值 的 较 高 阶 的 无 穷 小 . 换言之 , 以 微分 代替 增 量 时 (或 者 相反 )， 
我 们 允许 只 能 有 无 穷 小 的 相对 误差. 
很 明显 , 我 们 所 得 的 当 F(z) Z 0 时 的 关系 等 价 于 关系 
二 1 十 1 (Az 一 0)， 


它 表明 了 Ay 和 dy 是 当 Az — 0 时 的 等 价 的 无 穷 小 . 正 是 以 这 些 结果 为 基础 , 在 
实际 计算 中 , 当 Az 很 小 时 , 可 以 以 其 微分 来 近似 代 换 函 数 的 增 量 . 

要 回答 第 二 个 问题 (以 微分 来 代 蔡 函数 的 增 量 会 带 来 什么 好 处 ), 我 们 可 以 指 
出 : 作出 微分 , 从 理论 上 和 实际 上 讲 , 一 般 都 比 作出 增 量 更 方便 些 ， 微 分 dy 是 量 
Az 的 线性 函数 , 其 随 着 Az 的 改变 而 变化 的 特征 , 即 其 线性 , 是 特别 地 简单, 而 在 研 
究 它 时 , 除了 要 计算 一 点 处 的 f'(e) 值 外 , 再 不 需要 任何 东西 . 当然 , 对 于 Ay 就 没 
有 任何 相似 的 地 方 了 . 例如 , 设想 要 编制 函数 y = sin z 对 于 靠近 60° 的 一 些 + f, 
如 6001”, 60*02' 等 的 函数 值 表 (这 里 使 用 的 是 角度 制 ), 你 们 没有 找 出 确定 这 些 值 
的 准确 值 的 工具 . 你 们 知道 当 z = 60* 时 为 但 在 寻找 靠近 z 的 其 他 值 时 没 
有 办 法 求 出 y 值 的 相应 增 量 Ay. 现在 看 看 , 如 果 利用 增 量 Az 为 很 小 这 一 点 , 并 次 
定 以 微分 dy 来 代替 增 量 Ay, 可 以 得 到 什么 ? 因为 y = cos60° = 2, 则 dy = 3Az， 
其 中 Az 要 用 弧度 和 (ama Ds! UR) 来 表示 , 由 此 我 们 马上 得 出 : 


¿= 


— 180 x 60 
So i 因 `” li 3 ia 60' 
sura 的 i 
sin 60°03’ = _ + ; . ee 


你 们 已 经 看 到 了 , 微分 dy 具有 下 述 两 条 重要 的 性 质 . 

1) 它 是 Az 的 线性 函数 ; 

2) 与 Ay 相 比 , 相差 一 个 较 Az 为 高 阶 的 无 穷 小 . 

我 们 现在 要 指出 : 这 两 条 性 质 完全 定义 了 微分 , 即 上 只 有 函数 的 微分 才 适 合 这 两 
个 条 件 ” 故 可 以 从 这 个 定义 开始 研究 微分 学 , 而 人 们 正 是 这 样 做 的 . (当然 , 对 任何 


@ 这 句 话 是 译 者 加 的 . 一 一 译 者 注 
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= 


可 微 函 数 的 微分 的 存在 性 的 证 明 , 总 是 同样 不 可 避免 地 要 引入 导数 .) 

实际 上 , 令 dy = aAz +b, 其 中 a 和 与 Az 无 关 , 再 令 Ay 一 dy = aAzx, 其 中 
a 是 当 Az 一 0 时 的 无 穷 小 . 这 时 

Ay=dy 十 aAz = (a+ o)Azr +b. 


如 果 函 数 y 连续 (我 们 假设 这 一 点 ), 则 当 Az 一 0 时 Ay 一 0. 由 此 必须 有 b= 0 
H. Ay = (a 十 Qa)Az. 由 此 得 


A; _ AJ po 
de 
dy = f'(z)A <. 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 

在 微分 的 其 他 性 质 中 , 微分 关于 任何 变量 变换 的 形式 不 变性 有 重要 的 意义 (但 
这 在 许多 教科 书 中 都 讲 得 不 充分 )， 以 下 就 是 它 的 内 容 : 如 果 z 是 自 变量 , 则 正如 
我 们 所 看 到 的 ， 


dy = f'(z)Az = f'(z)dz. (4) 
现在 把 z 看 作 新 变量 t 的 函数 z = e(t), 很 显然 , 此 时 关系 式 (4) 的 两 个 等 号 不 一 
定 再 成 立 , 因为 现在 (一 般 来 说 ) 已 经 是 dz = p(t)At Z Az. 
但 绝妙 的 是 , 由 (4) 得 出 的 第 二 个 关系 式 , 即 
dy = f'(z)dz 
对 任何 这 类 变换 都 仍然 是 对 的 . 实际 上 , 变换 的 结果 是 y 成 了 tt 的 函数 
y= v(t) = fle(t)), 
由 此 依照 函数 的 函数 的 微分 法 则 有 
Vt) = f'le(t)]e (t). 
dy = 0'(t)dt = f'le(t)]e (t)dt. 
而 因为 e(t) = z, 2! (t)dt = dz, 则 实际 上 有 dy = f'(z)dz, 正如 同 z 是 自 变 量 时 一 
样 . 也 就 是 说 , 在 导数 表达 式 y = rh, z 是 自 变 量 或 者 z 是 另外 某 一 个 变量 的 
函数 都 是 毫 无 差别 的 . 
我 们 刚才 利用 了 函数 的 函数 的 微分 法 则 . 一 般 来 说 , 在 这 个 讲义 里 我 们 不 打算 
谈 微分 学 的 这 些 初等 法 则 , 但 这 个 法 则 却 值得 稍 加 注意 , 因为 在 大 多 数 教材 中 要 么 
出 现 错误 , 要 么 过 于 复杂 . 下 面 是 其 简单 而 又 正确 的 推导 令 y= f(z),z = p(t),y = 
Q@ 这 是 克 莱 因 涅 斯 (M. A. Kpeiiuec) 告诉 我 的 . [实际 上 在 许多 数学 分 析 教 材 中 是 这 样 证 明 的 . 但 有 
的 书 分 为 ww(b) = 0 与 p(t) Z 0 两 种 情况 来 证 明 , 这 就 不 必要 了 ， 本 书 作 者 讲 有 的 书 上 证 明 过 于 
复杂 可 能 指 此 . 一 一 译 者 注 ] 
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= fle(t)]. 当然 , 函数 上 和 都 假定 是 可 微 的 , 因而 在 关系 式 (3 ) 中 当 Az 一 0 
时 a 一 0. 由 此 式 得 


Ay ,~ Ax Az 
A Asa 


但 当 At 0 时 我 人 a — 0, 一 多 的 H Q — (D. 此 取 极 限 得 


wt) = f'(z)e' (t) = f'le(t)]e (t). 

这 就 是 我 们 想 要 导出 的 法 则 . 
5.3 ” 拉 格 朗 日 定理 

微分 学 的 建立 在 相当 大 的 部 分 上 是 基于 拉 格 明日 定理 的 , 它 是 所 请“ 中 值 定 
理 ” 的 第 一 个 模式 . 由 于 它 在 整个 数学 分 析 中 都 有 极为 重要 的 价值 , 因而 应 该 给 予 
足够 的 注意 . 

拉 格 朗 日 定理 。 如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [ob 上 连续 且 在 开 区 间 (a,b) 内 可 
微 , 则 存在 该 区 间 内 的 一 个 内 点 c, 使 得 


fr = 一 一 一 一 . (A) 


证 明 很 显然 


Sl 
še 
Sl 
yəs 


e(z) = (0— fz) — f(a)] — (z — a)[/(b) — fa) 


在 区 间 [a, b] 上 可 微 . 因为 = e(b) = 0, 则 要 么 对 任何 ze [a,0] 有 yp(x) = 0, 这 
时 对 任何 内 点 x 有 w(z) = 0; 要 么 p(z) 在 区 间 内 取 不 为 零 的 值 , 则 此 时 这 些 值 中 
a (因为 函数 e(z) 连续 ). 为 确定 起 见 , 令 yp(z) 在 z = 
时 取 最 大 值 (a < c < b), 这 时 必然 有 w(c) = 0. 因为 当 w(c) > 0 时 ， 对 充分 小 的 
数 h 就 有 


下 


2(c 十 内 二 2(o) 
h 
由 此 得 e(e+ h) > (9. 这 与 点 e 的 定义 矛盾 . 当 e (e) <0 时 (#% h PA 8), 我 们 
得 到 相似 的 矛盾 . 从 w(c) = 0 可 推 得 (A), 从 而 定理 得 证 . 
时 常用 另 一 种 记号 来 陈述 这 个 定理 : 若 给 出 一 个 以 > 和 z + Az 为 端点 的 闭 
间 , 则 存在 一 个 数 0(0 < 0 < 1), 使 


f'(z + 0Az)Az = f(z + Az) — f(z). 


> 0， 


网 


对 于 具有 高 阶 导 数 的 函数 , 对 拉 格 朗 日 定理 可 以 做 出 重要 的 推广 . 我 们 现在 就 
来 证 明 它 . 
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定理 ”如果 函 数 y = f(x) 在 区 间 [z,z +nAz] 上 有 直到 n 一 1 阶 的 连续 导 通 
数 , 且 在 区 间 内 部 有 n 阶 导 函数 ", 则 存在 数 0(0 < 0 < 1), 使 得 
A™y = ft)(z + 0nAz)(Az)". (B) 
f (z) 的 “py 阶 差 ”. 
= J(z + Az)— f(z),n + 1 阶 差 定义 为 n 阶 差 的 一 阶 


这 里 Any 表示 已 知 函 数 y = 
阶 差 即 普通 的 增 量 Ay 
差 , 因而 特别 地 , 有 
A2 = A(AY) 
=|f(z + Az+ Az)—- /f(z + Az)] — [f(z + Az) — f(z)] 
= J(z + 2Az) — 2f(z + Az) + f(z); 
A3y = f(z + 3Az)— 3f(z +2Az)+ 3f(z + Az) — f(z) 
等 . 一 般 地 , 容易 用 归纳 法 证 明 
A" =f(z +nAz)— nfl|z + (n — 1)Az] 
+ ED jst (nA 一 
+ (—1)"” nf(z + Az) + (—1)”f(2). 
证 明 n = 1 时 , 该 定理 与 拉 格 朗 日 定理 一 致 . 我 们 假设 定理 对 n 阶 差 成 
立 , 再 证 明 它 对 n 十 1 阶 差 也 成 立 ， 因 此 我 们 假设 函数 y = f(z) 在 区 间 [z,z + 
(m + 1)Az] 上 有 mn 阶 的 连续 导 函 数 , 旦 在 其 内 有 n 十 1 阶 的 导 函 数 ， 由 此 得 函数 
Ay = f(z + Az) — f(z) 在 区 间 [z,z+mAzl 上 有 nn 阶 的 导 函 数 . 应 用 我 们 的 定理 
于 其 n 阶 差 , 则 得 
A (Ay) = (Az)"{f Vz + Az + 0inAz) — ft)(z + 0inAz)), 
Hh 0<0 <1. 但 从 我 们 的 前 提 条 件 得 出 : 函数 feo 在 区 间 [z 二 binAz,z 二 (1 十 
91n)Az] 上 连续 且 在 其 内 可 微 , 因而 应 用 拉 格 朗 日 定理 于 上 面 等 式 的 括号 内 , 得 至 
An?+ly 一 (Az)r+lfo+b(z 十 gmnAz 十 92Az) 
=(Axz)%T1g(n+1)(z + O(n + 1)A x), 


人 一 


此 即 所 要 证 明 的 . 
拉 格 朗 日 定理 的 另 一 个 重要 的 推广 是 著名 的 “ 柯 西 公式 ": 设 有 两 个 在 区 间 
[a,b] 上 连续 且 在 其 内 可 微 的 函数 及 (xz) 和 f.(w), 同时 彤 (xz) 在 该 区 间 的 内 部 处 
处 不 为 零 . 此 时 在 区 间 [a, b] 内 存在 着 一 点 c, 使 得 
万 一 廊 (o) _ fue) (O) 
fə(b) — fola)  f2(0) 
@ 在 区 间 的 端点 处 只 要 有 n — 1 阶 的 单 边 导 函 数 就 行 了 . 
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这 个 一 般 的 公式 ( 当 户 (z) = z 时 变 为 拉 格 朗 日 定理 ) 的 证 明 与 拉 格 朗 日 定理 

的 情况 完全 一 样 . 令 
e(z) = Ji(z2)[fə2(b) — fo(a)] — fə(2)[ A (b) — A(o)], 

我 们 得 到 yp(a) = e(b). 因此 函数 p(x) 要 么 在 区 间 |a, b| 上 为 常数 , 要 么 在 此 区 间 
内 取得 最 大 值 或 者 最 小 值 . 由 此 完全 同 证 明 拉 格 朗 日 定理 时 一 样 , 我 们 断定 在 某 个 
点 CC 处 (a < c < b) 必然 有 y'(c) = 0. 这 等 价 于 等 式 (C) 的 结论 . 

还 应 注意 , 该 等 式 (C) 的 左边 不 会 是 没有 意义 的 , 因为 当 户 (a) = fə(b) 时 , 由 
拉 格 朗 日 定理 , 函数 及 (zx) 在 [a, 中 之 内 应 可 以 变 为 零 , 而 这 个 情况 是 被 排除 于 定理 
前 提 之 外 的 . 
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正如 你 们 所 了 解 的 , 高 阶 的 导数 和 微分 是 可 以 递 推 定义 的 : n 阶 导 数 是 通过 对 
n 一 1 阶 导 数 求 导 而 得 到 的 , 类 似 的 情形 对 微分 也 是 如 此 . 
函数 y = f(x) 的 高 阶 导数 和 微分 之 间 有 关系 式 


d" = ft) (z)dz" (5) 


(其 中 dz" 表示 的 是 自 变 量 z 的 一 阶 微分 的 n ZK). 其 证 明 也 是 由 归纳 法 给 出 的 : 
如 果 xz 是 自 变 量 , 则 dz = Az 与 z 无 关 , 因而 由 微分 式 (5) 就 得 到 (”“” 表 示 对 z 
求 导 ): 


dtly= d(d"y) = (d"y)'dz = fet (z)dznt1. 


正如 我 们 上 面 所 看 到 的 那样 , 当 n= 1 时 , 当 z (从 而 也 有 yy) 是 自 变 量 t 的 任 
意 的 可 微 函 数 z = v(t) 时 , 式 (5) 仍然 成 立 . 容易 证 明 当 n= 2 时 情况 就 变 了 : 高 
阶 微分 对 于 自 变 量 的 变换 不 再 有 形式 的 不 变性 . 实际 上 , 如 果 我 们 用 (d2y)。 或 者 
(d2y): 来 表示 函数 y = f(z) 的 二 阶 微分 , 视 我 们 是 以 量 z 或 者 以 量 t 为 自 变量 而 
定 , 这 时 就 有 


(dW) = f” (a)da? 
同时 又 有 
ep- hea -aan 


t 
= = ("l (0))e2(0) + Fp Op" (0) de 
= f”(z)da” + fF [p(t (tae 


我 们 看 到 这 两 个 式 子 是 不 同 的 : 第 二 个 包含 了 一 个 添加 的 项 frle(t))e” (dt, 它 在 
第 一 个 式 子 中 是 没有 的 , 并 且 只 有 当 z 是 t 的 线性 函数 (y(t) = at +b) 时 才 恒 等 于 
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=. 这 就 是 说 , 二 阶 微分 与 一 阶 微分 不 同 , 它 只 有 对 于 上 自 变 量 
的 不 变性 . 


的 线性 变换 才 有 形式 


可 以 用 其 他 方式 定义 高 阶 导 数 , 即 利 用 相应 阶 的 差 . 类 似 了 


0 时 比 的 极限 , 可 以 证 明 
“H 


a Az F). 


一 阶 导数 是 当 Az 一 


(6) 


如 果 函 数 f(z) 连续 , 则 式 (6) 即 公式 (B) 的 直接 推论 . 但 重要 的 是 , 可 以 证 明 式 


(6) 之 成 立 并 不 需要 这 个 前 提 条 件 . 


因为 式 (6) 当 n= 1 时 成 立 , 则 只 需 继续 证 明 : 若 它 对 某 个 成 立 , 则 它 也 必 


对 n 十 1 成 立 (同时 当然 要 假设 函数 y= f(z) 有 n+1 阶 的 导 函 数 ). 设 式 (6) 对 一 


定 的 n( 同 时 也 设 它 对 任何 n 次 可 微 函 数 y) pk ar. 因为 函数 


Ay= f(z+ Az) — fz) 


£ n 阶 导数 , 则 我 们 可 以 对 之 应 用 公式 (B). 这 使 得 有 (如 同 我 们 在 前 面 看 到 的 ): 


AR(AWJ= Aan(Ay)e As 
= Az"(ft)(z + OnAr + Az) — f(r 


其 中 0<0<1. 但 由 于 f(e+1)(z) 存在 , 所 以 


ft) (z 十 OAz + Az) — fü) (z) =(1 + ng)Az{f "+! 


OnAx)}, (7) 


)(z) 十 ad 上， 


f(x 十 OAz) 一 f) (z) = mbAz{f f "th (zx) + oo), 


其 中 or — 0, os — 0 (4 Az — 0 时 ), 所 以 


f()(z + 0nAz + Az) — ft)(z + 0nÀz) 


=Azf(n+1)(z) + o1(1 + n0)Az — oon0 Az. 


因此 关系 式 (7) 给 出 


An+ly/ 
人 AZzm 二 1 


由 此 当 Az 一 0 时 取 极 限 得 出 


= ft%+1)(z) + o1(1 + n0) 一 aonb， 


An+ly/ 
lim 
Az 一 0 Azn+1 


= Jo+D(z)， 


此 即 所 要 证 明 的 . 
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5.5 ”无 穷 小 量 之 比 的 极限 与 无 穷 大 量 之 比 的 极限 


在 拉 格 于 日 公式 和 柯 西 公式 的 应 用 中 , 我 们 首先 来 研究 一 个 非常 重要 的 问题 . 
它 在 分 析 教 程 中 却 是 以 十 分 不 合理 的 莫 诞 称呼 “确定 不 定式 ”出现 的 . 实质 上 这 里 
讲 的 是 利用 微分 学 的 方法 , 以 寻找 无 穷 小 量 之 比 的 极限 或 者 无 穷 大 量 之 比 的 极限 . 

设 fi(a) = 户 (a) = 0, 且 在 点 a 的 某 个 邻 域内 两 个 函数 都 可 微 , 并 且 当 z Za 
时 f2(a) Z 0. 因为 当 fA(a) = fə(a) = 0 时 柯 西 公式 给 出 


filath) _ fi(a + Oh) 


(ah) Blaton) (“< 
则 我 们 可 以 断定 ( 洛 必 达 法 则 ): 如 果 户 (a) = fs(a) =0 且 比 有 站 
2 


时 趋 近 于 某 个 极限 , 则 了 也 趋 近 于 同一 极限 . 


如 果 fi(a) = 龙 (q) = 0, 则 再 次 应 用 这 个 结论 , 我 们 可 以 得 到 (当然 , 要 设 函 数 
户 (z) 和 f(x) 在 点 a 的 某 个 邻 域内 存在 二 阶 导 数 ); 当 fi(a) = f(a) = f(a) 


(a) =0 时 , 从 jim 35 一 1 可 推 得 jim 2, = 1 一 般 来 说 , 如 果 


+ JE (z) > (z) 
A(a) = ft(a) = = 1" V0) = fə(a) 
= f(a) =: = f" (0) = 0, 
(n) 
目 函 数 户 (z) 和 户 (z) 在 点 a 的 某 个 邻 域内 及 阶 导数 , 则 从 关系 £ — 一 te 一 
化 

a) 可 得 ， I(z — a). 如 果 1 (z) 和 Joe) 都 在 点 a 处 连续 且 f3" (a) Z 0, 
则 由 此 得 出 


he) 及)(a) 
ea fo(2) fa) “ 


洛 必 达 法 则 是 计算 极限 的 非常 有 力 的 武器 , 且 在 许多 应 用 初等 方法 有 相当 难度 
的 情况 下 能 非常 容易 得 出 这 些 极限 . 例如 当 fi(x) = tanz 一 sinz, fo(7z) = z? 时 ,我 
们 有 (0) = (0) = (0) = 0, f/(0) = 3,f2(0) = f2(0) = f2(0) = 0, f2'(0) = 6, 
由 此 按 公式 (8) 则 有 


lma tanz—sinz _ fU (0) _ 1 


220 23 0 
洛 必 达 法 则 当 a = +oo 时 仍 成 立 . 实际 上 


Q@ 还 有 更 为 荒诞 的 称呼 :“ 寻 找 不 定式 的 真 值 ”. 且 不 谈 数学 分 析 中 一 般 不 包含 任何 “不 定式 ”, 这 里 
常 是 把 异 于 其 实际 值 的 数 称 为 函数 在 已 知 点 的 “页 正 的 值 ” 的 . 


蚂 
Ë 
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am 


J (z) 


. fo (z) 加 ag, 1N' 
户 | = 


由 上 述 我 们 已 证 明 的 洛 必 达 法 则 , 这 后 一 个 极限 等 于 


用 洛 必 达 法 则 的 必要 前 提 条 件 是 


( 当 这 个 极限 存在 时 ). 当然 , 应 


lim (z) 


>. 1i 一 . 


不 仅 如 此 , 洛 必 达 法 则 也 可 以 


用 来 求 无 穷 大 量 之 比 的 


=> 


极限 , 尽管 这 里 其 证 明 有 点 复杂 . 为 确定 起 见 , 设 当 


时 f, (z) 一 +co， 


所 以 等 式 (9) 25 H 


彤 (7) 在 点 a 的 某 个 邻 域内 不 为 零 . 在 此 邻 域 中 取 任 意 的 
两 个 点 z 和 a, 使 得 z 位 于 a 与 a 之 间 , 为 确定 起 见 令 
a < z < o (网 22); 


其 中 & 是 区 间 [z,a] 的 茶 个 内 点 . 因为 从 为 一 方面 来 讲 有 


户 (z) 一 +oo. 此外, 像 以 往 一 样 , 我 们 设 “ £ 


图 22 


柯 西 公式 我 们 得 到 
f(s)— f(a) _ fi(O) 
(a) flo) _ Fe) 


= 


LE 


ry 


(10) 


我 们 现在 来 更 详细 地 讲 一 下 点 z 与 点 a 的 选择 . 如 果 如 我 们 假设 的 那样 , 存在 


i Sy 


sa fa) 


则 对 于 无 论 怎 样 小 的 e(> 0) 都 可 以 找到 点 a 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 任何 ze 都 


有 
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— 


用 (Z) 


1 一 < U) <l +=, 
令 a (从 而 也 有 z) 属于 该 邻 域 , 这 时 也 有 &e U, 因而 
Fi 
Il I+ e. 
jG 


现在 让 a 不 变 , 而 z 将 无 限 趋 近 于 a. 


(10) 右边 的 第 二 个 因子 趋 近 于 1. 因此 对 点 a 的 某 邻 域 V 中 的 任何 z 


EE 


都 将 介 于 1 一 8 与 1+e 之 间 . 因此 对 任何 x e VNU, 公式 (10) 给 


又 因为 s 任意 小 , 故 有 


lim A (z) 
z—a faz) 


此 即 所 要 证 明 的 . 
同 无 穷 小 量 之 比 的 法 则 相似 , 此 法 则 也 在 a = +oo 时 成 立 . 


BJ 1) A(z) = In z, fs (z) = : 4 z — 0 时 ， 
万 (z) 一 —co, 户 (z) 一 +oo. 
Bü ala 
n 0 则 可 得 
m 二 Zhz 一 0 ( 当 z 一 0 时 ). 


2) 当 (x) = z — +oco 时 , 我 们 有 


万 (Z) = Inz 一 十 co， 


同时 站 4z) = 工 _，0. 由 此 得 


2(Z) z 


Hoco 时 ). 


令 x= et, 我 们 得 到 ze = — 0 (` z — +oo 时 ). 


, 


因为 此 时 fi (z) 一 +oo, 户 (z) 一 +co, 大 公式 
] _ 大 (al 


户 (zZ) 
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5.6 ”泰勒 公式 


现在 我 们 该 来 讲 讲 泰勒 公式 了 . 也 许 你 们 都 已 熟知 , 它 在 数学 分 析 及 其 应 用 中 
都 是 最 重要 的 研究 工具 之 一 . 对 这 个 在 任何 分 析 教 程 中 都 被 详细 研究 的 公式 , 我 们 
要 特别 注意 , 因为 在 其 推导 的 通常 表述 中 , 从 思想 方面 来 说 往往 是 完全 模糊 的 ， 而 
只 余下 毫 无 生气 的 形式 . 因此 对 于 许多 学 生 而 言 , 该 公式 后 来 竞 有 如 此 重要 的 意义 
实 为 意外 . 
正如 我 们 不 止 一 次 指出 的 , 基本 关系 式 


. ja+ 则 一 /ao)  w 
加 于 人 -人 -0 
可 以 改写 成 等 价 的 形式 
fla+h)= f(a) + hf'(a) + oh, (11) 


其 中 当 疡 一 0 时 ea — 0. 因此 这 里 的 oh 是 关于 的 高 阶 无 穷 小 , 即 其 与 的 比值 

4 h — 0 时 是 趋 近 于 零 的 . 

我 们 约定 , 一 般 以 o(z) 来 表示 任何 与 z 的 比 在 已 知 的 变化 过 程 中 趋 近 于 零 的 

量 . 这 里 乘积 ah 就 可 以 改写 成 o(h) 的 形式 . 因为 对 任何 o(h), 依照 定义 有 

s 

h 

相反 地 , 任何 o(h) 都 可 以 表示 为 ah 的 形式 (其 中 当 h — 0 If, a 一 0). 因此 式 

(11) 可 改写 成 


=a—0 (h >— 0), 


f(a+ h)= f(a) + hf'(a) + o(h). 
正如 我 们 所 看 到 的 , 当 fr(a) 存在 时 , 这 个 公式 对 任何 情形 都 成 立 . 我 们 已 经 不 止 
一 次 地 用 过 它 , 并 且 可 以 直接 看 出 , 这 种 写法 恰好 是 其 优越 性 之 所 在 : 如 果 h 充分 
小 , 使 得 形 如 o(h) 的 量 可 以 忽略 , 则 近似 公式 


Jf(a + h) = f(a) + hf'(a) 


一 般 来 说 , 使 得 我 们 在 一 系列 研究 中 , 能 用 右边 的 关于 h 的 线性 函数 来 代 蔡 复杂 的 
函数 f(a 十 h) Aq. 显然 , 这 将 带 来 本 质 性 的 好 处 . 

现在 完全 有 理由 期 望 把 这 个 有 益 的 方法 继续 下 去 . 如 果 我 们 想 要 得 到 更 好 的 
精确 度 , 则 有 时 不 能 满足 于 误差 只 是 相对 h 本 身 很 小 的 近似 公式 . 例如 可 能 有 这 样 
的 情形 : 我 们 还 需要 计算 到 h2 阶 的 量 , 而 只 能 忽略 形 如 o(j2) 的 量 , 即 关 于 h2 的 
无 穷 小 量 . 这 时 我 们 自然 要 提出 寻找 这 样 的 二 次 函数 ao 十 aih 十 azh?, 使 得 当 h 很 
小 时 有 关系 式 


f(a + h) = ao + aih + aəh2 + o(h2); 
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一 般 地 , 如 果 我 们 想 要 计算 到 pw 阶 , 且 允 许 忽略 形 如 o(h”) 的 量 , 则 当然 要 找 出 这 
样 的 多 项 式 


asaj +: + ah = P, (h), 


使 得 有 关系 式 


f(a + h) = P, (h) + o(h”). 


如 果 这 个 课题 得 以 解决 , 则 我 们 有 可 能 在 任何 允许 忽略 形 如 o(jm) 的 量 的 问题 中 ， 
以 简单 的 n 次 多 项 式 来 代替 一 般 来 说 很 复杂 的 函数 f(a+ h). 

当 n=1 时, 设 函 数 f(z) fE z = a 时 有 一 阶 导数 , 我 们 已 经 得 到 了 所 提问 题 的 
解 . 一 般 情况 下 , 我 们 将 从 Feo(a) 存在 的 假设 之 下 出 发 . 当然, 这 里 要 求 函数 f(z) 
在 点 a 的 某 个 邻 域 中 有 任何 较 低 阶 的 导 函 数 存在 . 

著名 的 泰勒 定理 恰恰 基本 上 解决 我 们 所 提 的 问题 , 即 证 明 所 求 的 多 项 式 P,(h) 
存在 且 给 出 其 系数 的 表达 式 . 据 此 定理 , 在 foo(a) 存在 的 情形 下 , 多 项 式 P, (h) W 
一 地 由 以 下 公式 来 定义 : 


h2 h" 
P,(h) = f(a) + hf'(a) + Sr f”(a) + + — ft)(a). 
换言之 , 由 此 定理 即 有 
2 n 
f(a+h)= fa) + hf'(a) t(D) 0) + oR) (12) 
设 


则 要 证 明 我 们 的 命题 , 只 需 证 明 ” 


_ 0, 4 h — 0. (127) 
为 此 , 我 们 注意 到 
Pl = Jo+ 月 -7 一 Mg (a), 
PN) = Flat = Pa) hi) — 0) 


@ 为 解决 我 们 的 问题 , 一 方面 应 证 明 当 Pn(h) 为 取 以 上 形式 的 多 项 式 时 , f(a 二 h) 一 Pn(h) = o(h"), 男 
一 方面 还 要 证 明 , 如 果 换 成 另外 的 Q, (h), 则 f(a 十 h) 一 QA (h) 不 会 是 o(hn). 本 书 只 证 了 前 一 部 
分 ， 后 一 部 分 容易 证 明 : 因为 f(a + h) — Qn(h) = f(a + h) — Pi(h) + Pa(h) — Qn(h) = 
P, (h) — Qa (h) + o(h"). 因为 Pn 去 Qn; 故 Pn(h) 一 Qn(h)=ah™+.…+ch",a#0,m&n, 

此 P, (h) 一 Qn(h) = O(hm), 从 而 f(a 十 月 一 Qn(h) = O(hm), 这 与 假设 f(a + h) — Qa (h) = 

o(h”) 矛盾 . 译 者 注 


pan| 
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p09 风 = foraG+ 朋 -Jo 一 局 wo 人 -与 fm(o) 
PHA) = Mat of Wo) -hf (a). 


由 此 得 p(0) = w(0) =… = pm-2(0) = 0. 因为 当 有 hh=0 时 函数 hr 的 直到 nn 一 2 
阶 的 导数 都 变 为 零 , 而 其 n 一 1 阶 导 数 等 于 nlh, 故 由 洛 必 达 法 则 有 

lim (h) lim 2 人 

h> he pio0 mh ' 


只 要 右边 极限 存在 . 而 
s on s s m) 


h—0 nlh nl h—0 


因为 依 定义 f(a) 存在 . 这 就 证 明了 式 (12), 因而 也 就 完成 了 泰勒 公式 (12) 的 推 


已 
村 . 


当然 , 下 一 步 有 意义 的 是 , 要 找 出 公式 (12) 的 “ 余 项 ”o(h") 的 方便 的 表达 式 ， 
以 便 在 需要 时 用 以 估计 其 可 能 的 精确 度 . 
我 们 在 这 里 提出 这 些 余 项 公式 中 的 一 些 最 通用 的 形式 而 不 去 推导 它们 , 你 们 可 
以 在 任何 完整 的 分 析 教 程 中 找到 它们 的 证 明 . 我 们 以 R. (h) 来 表示 公式 (12) 中 没 
有 给 出 明显 表达 式 的 o(h*). 由 泰勒 公式 本 身 , 当 f+ (a) 存在 时 我 们 得 到 
. R,(h) _ fetD(a) 
hO at nr)’ 
如 果 假 定 Fn"+D(z) 不 仅 当 xz = a 时 存在 , 而 且 在 区 间 [a,a 十 加 上 的 任何 点 处 都 存 
在 , 则 我 们 对 R, (h) 就 得 到 熟知 的 “ 施 勒 米 希 公式 ”: 


hti(1 的 ?1 一 2 


R, (h) = fel) (a + 0h), 


nlp 
其 中 0 < 9 < 1,p 是 任意 一 个 不 超过 n + 1 的 正 数 . 由 这 个 十 分 一 般 的 公式 , 当 适 
当选 择 p 时 就 得 出 一 系列 不 同 的 特别 形式 , 其 中 最 为 通用 的 是 如 下 的 形式 . 
1) 当 p=n 二 1 时 是 “ 拉 格 庆 日 公式 ”: 
hn+1 
(n + 1)! 


R, (h) = pl (a + 0h); 


2) 当 p=1 时 是 “ 柯 西 公式 ”: 
ht1i(1 一 0)" 


nl 


Ra,(h) = f+tD (a + 0h). 
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在 这 些 专 门 的 形式 中 , 如 同 在 一 般 的 施 勒 米 希 公式 中 一 样 , 设 f"+1(z) 在 区 间 [a, a+ 
h] 的 每 一 点 处 存在 . 

你 们 了 解 , 当 a = 0 时 的 泰勒 公式 的 特别 情形 被 称 为 麦克 劳 林 公式 (其 实 也 没 
有 任何 独特 之 处 ): 


Fh) = FO) + 2 (0) + ee FO) + oh"). 
5.7 ” 极 值 


在 初等 微分 学 中 , 泰勒 公式 应 用 的 一 个 重要 领域 是 极 大 值 和 极 小 值 理论 . 当然 ， 
你 们 对 它 的 基础 是 很 熟悉 的 . 
如 果 我 们 说 的 是 寻找 在 闭 区 间 [a,9] 上 可 微 函 数 y = f(z) 取得 最 大 值 的 那些 
点 , 则 很 显然 , 此 “绝对 极 大 值 ”要 么 在 此 区 间 的 一 个 端点 处 达到 , 要 么 在 此 区 间 的 
某 个 内 点 c 处 达到 . 在 后 一 种 情形 , 点 c 也 同时 是 “相对 极 大 值 点 ”, 相对 极 大 值 就 
是 指 , 对 属于 点 c 的 茶 个 邻 域 的 任何 z 都 有 f(c) > f(x). 这 就 是 说 , 寻找 函数 在 已 
知 区 间 上 的 绝对 极 大 值 , 可 归结 为 寻找 其 在 该 闭 区 间 内 的 所 有 相对 极 大 值 , 然后 再 
与 函数 在 端点 处 的 值 比较 . 因此 , 对 此 问题 可 以 应 用 微分 学 的 方法 . 

你 们 当然 了 解 , 使 得 可 微 函数 f(z) 在 点 z 处 (a < x < b) 取得 相对 极 大 值 (或 
极 小 值 ) 的 必要 条 件 是 等 式 


£T 


Jf'(z) = 0 (13) 
成 立 . 也 就 是 说 , 解决 所 提问 题 的 第 一 步 是 要 找 出 方程 (13) 在 区 间 [a, b] 内 的 所 有 
实 根 , 即 变量 z 的 所 谓 “ 临 界 点 *;” 此 后 再 对 每 一 个 个 别 的 临界 点 进行 专门 的 研究 ， 
来 确定 在 该 点 处 是 出 现 了 极 大 值 或 极 小 值 , 或 者 什么 也 没有 . 我 们 现在 来 对 此 稍微 
做 些 研究 . 
Ú a 是 函数 f(z) 的 临界 点 中 的 一 个 , 即 a <a<5 且 f(a) = 0. 为 普遍 计 , W 
fÜ)(a)=0(2`4 1 < í < m), fH f(a) 关 0. 这 时 泰勒 公式 (12) 给 出 
fas) a) = nm (e) 
很 显然 , 右边 第 二 项 是 关于 第 一 项 的 无 穷 小 , 所 以 对 充分 小 的 |h| (但 h Z 0), 右边 
的 符号 与 其 第 一 项 的 符号 相同 , 即 与 乘积 h*f( (a) 的 符号 相同 . 如 果 ”是 奇数 , 则 
当 h 变 号 时 如 要 改变 符号 , 而 且 该 乘积 也 要 改变 符号 . 这 时 由 式 (14), 对 不 同 符 
号 的 增 量 h, 差 f(a 十 h) 一 f(a) 的 符号 将 是 不 同 的 . 这 显然 表明 : 当 z = o HPR 
数 f(z) 不 可 能 有 极 大 值 或 者 极 小 值 . 现在 设 n 是 偶数 , 因此 如 > 0 对 任何 hh 了 产 0 
成 立 . 此 时 对 任何 充分 小 的 |h| (HB h Z 0), 差 f(a + h) — f(a) 的 符号 都 显然 与 量 


+ o(h"'); (14) 


称 为 临界 值 . 原 书 把 临界 点 误 写 为 临界 值 , 我 们 作 了 改正 . 译 者 注 
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Fo(a) 的 符号 相同 , 而 feo(o) 是 与 有 无关 的 . 当 f(W(a) > 0 时 , 这 表明 对 任何 充 
分 小 的 |h|(h Z 0) 有 


fla +h) > f(o), 


即 在 点 a 处 函数 f(z) 有 相对 极 小 值 . 同样 可 以 证 明 , 当 feo (o) < 0 时 函数 f(z) 在 
2 = a 时 有 相对 极 大 值 . 这 就 是 说 , 我 们 得 到 下 述 法 则 : 设 函 数 f(x) # z = e 处 
的 导数 中 第 一 个 不 为 零 的 是 其 mn 阶 导 数 , 则 当 + 是 偶数 时 f(z) 在 点 z = a 处 
有 极 大 值 ( 若 fj")(a) < 0), 或 有 极 小 值 ( 若 fü)(o) > 0); š n 为 奇数 时 f(x) 
在 点 o 处 既 没有 极 大 值 , 也 没有 极 小 值 . 你 们 看 到 , 由 于 这 个 法 则 , 每 一 个 临界 点 
的 性 质问 题 就 完全 解决 了 , 只 要 函数 在 该 点 处 充分 多 次 可 微 且 并 非 该 点 所 有 的 导数 
都 为 零 . 


5.8 ” 偏 微分 

现在 我 们 转 到 多 元 函数 的 情形 . 为 简单 计 , 在 此 我 们 局 限于 研究 两 个 未 知 量 x 
和 y 的 情形 . 

你 们 当然 知道 , 函数 f(z,y) 对 变量 z 的 偏 导数 凡 (z,y) 或 者 ba U) 定义 为 


二 


jz 二 Azy) — f(x,y) 


3 


即 作为 这 样 一 个 函数 对 z 的 通常 的 导数 , 这 个 函数 是 在 f(z,y) 中 给 变量 y 以 固定 
的 常 值 时 所 得 的 x 的 函数 . 类 似 地 ， 可 以 定义 = = = fí(z, 1). 这 些 偏 导数 中 的 每 一 


个 都 和 函数 f(z,y) 一 样 , 是 两 个 自 变 量 x,y 和 元 函数 . 为 方便 及 直观 计 , 我 们 这 
里 时 常 把 “ 当 xz = a,y = 时 ”的 说 法 用 “在 点 (a,5) 处 ”的 说 法 来 代替 , 把 它 看 成 
平面 Ozy 上 的 直角 坐标 为 z= a,y = b 的 点 . 
首先 应 当 定 义 已 知 函 数 z = f(x,y) 在 已 知 点 (a,b) 处 的 可 微 性 概念 . 在 一 元 函 
数 的 情形 , 导数 的 存在 当然 等 价 于 微分 的 存在 , 而 且 这 时 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 对 
函数 y = f(z) 而 言 , 微分 dy 定义 为 增 量 Az 的 线性 函数 , 当 Az 一 0 时 这 个 线性 
函数 与 增 量 Ay 之 差 是 一 个 高 阶 的 无 穷 小 . 

现在 来 看 二 元 函数 > = f(x,y) 的 情形 . 我 们 这 里 也 约定 , 称 函 数 > 的 微分 是 
增 量 Az 和 Ay ee 4Az 十 BAy + O, 使 得 当 Az 一 0,Ay 一 0 
时 它 与 增 量 Az 相差 一 个 高 阶 无 穷 小 . 在 一 维 的 情形 , 我 们 可 以 ( 设 jz) Z 0) 把 
量 Az,Ay dy 中 的 任 一 ie (其 无 穷 小 的 阶 彼此 相等 ). 在 二 维 
的 情形 , 为 方便 起 见 (尽管 绝对 不 是 必须 的 ), 把 量 p = VAz2 + Ayw 作为 基本 无 穷 
小 量 , 它 表 示 “ 动 ” 点 (z + Ax,y 十 Ay) 与 “ 始 ” 点 (z,y) 之 间 的 距离 . 如 果 无 穷 小 
Az 与 Ay 是 具有 同样 阶 的 无 穷 小 , 则 当然 量 p 也 具有 同样 的 阶 . 也 就 是 说 , 表达 式 
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4Az 二 BAy+C 是 函数 z = f(x,y) 的 微分 dz, 如 果 当 Az 一 0,Ay 一 0 时 有 


Az— (AAz + BAvy + OC) = o(p) (15) 
成 立 的 话 . 现在 来 证 明 , 如 果 dz 存在 , 则 偏 导数 22 及 = 也 都 存在 , H. 
Oz Oz 
A Om’ = Ovy’ C == 0, 
因此 
r4 z 
dz = rasu + WY (16) 


实际 上 , 首先 由 函数 z 的 连续 性 (我 们 当然 要 假定 有 连续 性 ), 由 关系 式 (15) 取 极 
限 得 C = 0. 确定 了 这 一 点 以 后 , 再 在 公式 (15) 中 令 Ay = 0 (依照 我 们 的 条 件 , 该 
公式 应 当 对 以 任何 方式 趋 近 于 零 的 量 Az 及 Ay 都 成 立 ), 这 就 得 到 


(Az)Ay=o = AAz + (Az), 
由 此 得 


_ š (Az)ay=o Bz 
Aa Z A 
类 似 地 , 可 以 确定 B = 这 里 很 显然 , 偏 导数 u 及 和 本 身 的 存在 性 是 从 我 们 


的 讨论 中 得 出 的 , 因此 是 微分 az 存在 的 推论 
如 同 你 们 所 看 到 那样 , 迄今 为 止 的 一 切 都 是 与 一 维 情形 完全 类 似 地 推 得 的 . 
不 过 , 与 一 维 情形 不 同 的 是 , 在 一 定点 处 偏 导数 52 及 的 存在 性 还 不 足以 
保证 在 该 点 处 微分 dz 的 存在 性 . 例如 , 对 函数 


2 
| š 3 z + Z 0 时 ， 
本 


0， 当 z=y=0 时 


(Az)Az=o = (Az)Ay=o = 0, 


因此 Oz Oz | 0 

Or Oy 
如 果 当 z=y= 0 时 微分 dz 存在 , 则 因此 应 有 式 (16) 恒 等 于 
Az = o(p). 但 这 是 不 对 的 , 因为 例如 当 Az = Ay Z 0 时 , 很 显 


Az= V2Ax, p= V2Ax, Az=p. 


零 , 即 据 式 (15) 应 有 
然 有 
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然而 ,我 们 要 指出 : 如 果 下 及 中 在 点 (z, y) 处 连续 , 则 在 该 点 处 表达 式 (16) 
是 函数 > = f(x,y) 的 微分 . 实际 上 ， 
Az=f(z+ Az,y+ A?) — f(r,y) 
=[f (z+ Az, + Ay) — f(r,y + AY)] 
r [f(x,y + Ay) — f(z,1)]- 


右边 的 第 一 个 差 由 拉 格 朗 日 定理 可 化 为 


Azfs (z+0Az,y+ Ay) (0<0<1), 


由 函数 所 (z,y) 在 点 (x,y) 处 连续 的 假设 , 当 Az 一 0, Ay — 0 时 , 必 有 


fs(t+0Az,y + Ay) — f(x,y) — 0, 


El 


则 上 述 的 第 一 个 差 与 碎 (xz,y)Az 相差 一 个 形 如 o(Az) = o(p) 的 量 : 


f(z+Az,yt+Ay)— fry+AY) = f(x,y) Az + o(p). 
第 二 个 差 , 很 显然 , 依 偏 导数 的 定义 本 身 则 有 


f(z,y + Ag) — f(z,y) = fy(z,yAYy + o(AYy) 
= f,(z,u) Au + o(p), 


所 以 
Az = f(z,W)Az + f(s YAY + olp), 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 我 们 的 推理 还 表明 , 只 要 在 点 (z) 处 两 个 偏 导数 之 一 是 连续 
的 就 足够 了 . 
无 论 如 何 , 一 般 情况 下 , 即使 偏 导数 存在 , 微分 也 有 可 能 不 存在 . 因此 在 定义 二 
元 函数 可 微 性 时 我 们 就 面临 着 选择 : 是 以 偏 导数 存在 为 基础 , 还 是 以 微分 存在 为 基 
础 , 来 定义 可 微 性 ?通常 我 们 称 函 数 在 一 定点 处 是 可 微 的 , 如 果 它 在 该 点 有 微分 存 
£. 这 个 关于 函数 的 可 微 性 的 定义 , 要 求 得 比 偏 导数 的 存在 更 多 一 些 , 但 这 是 很 方 
便 的 , 因为 理论 的 进一步 发 展 证 明 , 只 有 具有 微分 的 函数 才 会 在 其 性 质 上 显现 出 与 
单 变量 可 微 了 数 完全 相似 的 性 质 
要 得 到 偏 导数 5， 我 们 只 给 一 个 变量 z 以 增 量 而 人 


ën 


让 点 P(z,y) 平行 于 Oz 轴 移 动 到 点 P. (z + Az.) (图 23), 偏 导 数 2 定义 为 比值 


J(P.) — J(P) ., Tu 
PP. >4 P, — P 时 的 极限 . 
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P,(z, + 人) Q(z 二 + Az. + A) 


图 23 


s S 


此 处 PP, = Az 是 点 忆 与 点 P, 之 间 的 距离 
类 似 地 . 有 
C0 ee A 

Oy PP PP; 
其 中 P, 是 坐标 为 (z， s. 的 点 , 它 沿 平行 于 Oy k. sua P. 也 就 是 
说 , 函数 z 在 点 P 的 2 它 “ 沿 Oz 方向 ”的 导数 ， 而 -一 > 则 是 它 “Wr Oy 方 同 ” 


的 导数 . 显然 ， es ee z 一 y) 沿 着 与 Oz 轴 构 成 
任意 倾角 o 的 其 他 方向 的 偏 导数 . 为 此 只 需 这 样 放 置 点 已 和 点 Q, 使 得 由 己 到 @ 
的 向 量 PQ 与 方向 Oz 构成 倾角 y, 然后 再 让 点 Q 沿 此 向 量 趋 近 于 P. 如 果 量 
ji O10,) 
Q—P PQ 
存在 ， 目 然 可 称 之 为 函数 z 沿 着 由 倾角 为 来 决定 的 方向 上 的 导数 . 很 显然 , 给 
定 这 个 方向 完全 等 价 于 在 增 量 Az 和 Ay 同时 趋 近 于 零 时 , 给 它们 一 个 确定 的 线性 
关系 (Ay = tan oA). 
例如 , 可 以 约定 用 D (z) 来 表示 函数 z 沿 着 与 Ox 轴 构 成 o 角 的 方向 上 的 导 
3⁄7. 这 样 ， 


S<, 
— 
也 
lI 
— 
w= 
B 
> 
ee 
— 
sess 
局 
— 
lI 
s 
ss. 
8 
+ 
p 
& 
SS 
Neat 


Oz Oz 
B= Do(z)， S Da (2)- 
现在 我 们 来 证 明 : 在 点 (x,y) 处 可 微 的 函数 z = f(z,u) 在 该 点 处 的 任何 方 
向 上 均 有 导数 , 且 有 
Oz Oz 
Dy(z) = Bz 980 + Dr 


实际 上 , 因为 当 点 (z) 沿 方向 9 移动 距离 p 时 , 在 


Oz Oz 
Az= Pasu Fy Av + o(p) 


rH w 4 


Az = pcos@, Av = psin e, 
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所 以 ， 
Az Oz | Oz . L o(1) 
x = F0391 Dy +- o(1), 
即 
.Az _ Oz Oz . 
ss ¿š is 


此 即 所 要 证 明 的 . 
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偏 微分 理论 的 进一步 发 展 与 完善 , 与 一 维 情形 的 微分 学 相当 全 面 地 相似 . 因此 
我 们 不 再 浪费 时 间 去 讨论 它 . 然而 我 们 还 要 在 一 维 情况 的 一 些 重 要 问题 上 再 停留 
一 下 , 因为 需要 用 侦 微 分 才能 解决 这 些 问 题 . 这 里 首先 要 说 的 是 “ 隐 函 数 ” 的 存在 
性 及 其 微分 的 定理 . ( 隐 函 数 这 个 通用 的 术语 无 疑 是 不 确切 的 , 正确 的 说 法 应 是 “未 
昌 显 式 给 出 的 ”或 者 “未 显 式 定义 的 ”函数 , 因为 所 说 的 不 是 一 个 特别 的 函数 类 , 而 
是 给 出 函数 的 特别 的 方式 .) 

你 们 当然 应 该 多 次 听 到 过 : 一 个 方程 


= 


二 


N 


` 


F(x,y)=0 (17) 


把 量 y 定义 为 量 z 的 “ 隐 ” 函数 . 这 句 话 的 意思 是 说 , 有 这 样 的 函数 y = f(x) ff 
在 , 使 得 


F(z, f(x)) = 0 (18) 


成 为 恒等式 ， 毫 无 疑问 , 保证 这 种 函数 存在 的 条 件 , 这 种 函数 的 性 质 , 以 及 使 得 式 
(18) 成 立 的 z 值 的 范围 都 应 当 专 门 研究 . 我 们 在 这 里 证 明 的 只 是 这 方面 的 一 个 基 
本 的 定理 . 至 于 “ 隐 ” 函 数理 论 中 以 此 为 基础 的 进一步 发 展 , 你 们 可 以 在 任何 完整 
的 数学 分 析 教 程 中 找到 , 它 在 原则 上 已经 没有 新 鲜 东 西 了 . 

定理 Xie 2k F(x, 人): 

1) 在 点 (zo0,yo) 的 某 个 邻 域 U 中 连续 , 而 且 在 此 邻 域 中 有 连续 的 偏 导数 
Fr(z, 3); 

2) FY (xo, 0) Z 0; 

3) F(zo, yo) = 0. 
这 时 必定 存在 唯一 的 函数 y= jz), 定义 于 zo 的 某 个 邻 域 中 , 在 此 领域 中 yy = f(x) 
连续 , yo = f(x0), 而 且 适 合式 (18): 


F(z, f (z)) = 0. 
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如 果 Flz;,gy) 在 U 中 可 微 , 则 y= f(z) £ zo 附近 也 可 微 , 而 且 


证 明 ”我 们 不 妨 
F 已 假设 是 连续 的 ， 


+ U 'J'BJ41358 |z — zo| < e, |U — o| < 6 


有 (x,y) > 0. 这 样 


8 时 F(z,y) 对 yy 是 增加 的 (图 24). 
|z — zo| < o 时 , 对 充分 小 的 y,0 <y<6, 有 


F(z,uo + 7) > 0, 
由 于 F(x,y) 对 y 是 增加 的 , 所 以 一 定 可 以 找到 


唯一 的 y 值 , 使 


P'(z, 


这 个 y 值 与 x 有 关 . 所 以 可 以 写成 y= f(zx)， 
这 是 一 个 z 的 函数 , 它 定义 于 lz — zo| < a 中 . 


于 是 上 式 就 可 以 写成 


假设 F(zo,yo) > 0. 


所 以 在 (xo,yo) 的 某 人 


当 |z — zo| <a,ly— Jo 


中 也 


所 以 当 


人 分 


r 


< 


F(z, yo — 7) < 0. 


U) = 0. 


F(z, f(z)) = 


因为 适合 此 式 的 y H 


9 


我 们 还 需要 证 明 
FP 的 任意 点 . 


全 


= 


ri 
LI 


六 (zi) 存在 , 并 且 找 


@ 原 书 这 个 定 
是 和 
的 ,按照 现在 修改 


r 


@ 原 书 因为 未 
的 f(z) 适合 
楼 着 说 : 


i 式 


里 的 表述 不 受 . 
民 难 证 明 下 面 的 结论 的 , 所 以 


大 多 数 数 学 分 析 教 程 一 
Ri Fr (z, .. 在 


“这 个 y 值 


主要 是 | 原 书 只 假设 


后 的 形式 ， Ilu llam 数 的 
致 . 为 什么 


Ur 中 连续 ， 


所 以 得 不 到 


(人 


OY 


(ao, 6 + ÜB) 


人 


(wy) 


OQ 


(a, 1⁄6 —_ 2) 
图 24 


了 一个, 所 以 这 样 的 y = f(x) 是 只 


F/(zo,uo) 存在 而 且 (x,y) 在 
译文 改 成 在 U 中 连续 . 原 书 结论 并 没有 说 y = f(z) 是 唯一 
译文 对 定理 的 陈述 和 证 
PARAS, 见 下 面 一 个 译 者 注 . 一 一 译 者 注 
F(z,u) 对 y 的 单调 性 , 而 


唯一 性 . 


<. 


(18). 原 书 
(如 果 有 


说 , 用 第 三 


L v, 则 说 某 一 


它 .” 实 际 上 , 如 果 有 几 个 不 
L+ f(z), 怎样 保证 f(a) 连 
函数 ”. 但 按 函数 的 
合 起 来 的 “方便 说 法 ”. 这 种 “方便 说 法 ” 


司 的 y 值 , IM 
续 甚至 可 1 


定义 , 对 一 个 


数 


šI 


口 Se 
z 只 能 


个 这 样 的 y 值 
Á vy fj z 3 
Ja? 这 是 很 难 办 的 事 . 
有 一 个 

会 引起 不 


这 个 导数 值 . 这 里 


的 定理 3 可 以 找到 y(|y| < 6) 使 得 下 


的 ”定理 的 前 一 部 分 证 


zZ1 是 (zo 一 azZo 十 ol) 


点 可 微 , 但 这 样 


都 作 了 改动 与 


不 能 证 明 只 有 唯 
zx,y) = 0. 原 书 


y, 所 以 不 能 


少 误 会 ”本 


— VK. 


) 与 > 有 关 , 我 们 就 
应 来 作出 
读者 可 能 
说 多 值 了 
的 目的 之 一 正 是 要 消除 这 些 误 全 


以 f(z) 来 表示 
B? 如 果 作 出 了 
f(z) 是 “多 值 
数 只 是 几 个 函数 


y= f(z 
以 为 这 时 
数 . 多 值 函 


— 译 者 注 
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取 充 分 小 的 Az, 使 zi + Az 仍 在 上 述 区 间 中 . 记 p = f(z4), Ay = zi + 
Az) — f(z1), 则 f(z1+ Az) = f(zi) + Ay = 1 + Ay. 我 们 要 求 (zi + Az, 十 Ay) 
仍 适 合式 (18), 即 是 说 


F(z4i + Az, + Ay) = F(24i + Az, f(z4 + Az)) = 0; 


XH T F 6: U 中 有 连续 偏 导数 , 所 以 可 微 , 又 有 


0= AF = F(z1 + Ar, + Ag) _ F(z1,Y1) 
= F,(zi, 1 )Az + F(z1,Y)AY + olp), 


p= /Az2 + A;2 < |Az| + |Aç|. 


Foz1,91)AT + F(z1,91)AY = X(|Az| + |Ag). 
当 p 一 0 时 ,入 一 0, 换言之 ， 


[z (zi) + AJAz + [E (zi, 1) + ÀJAy = 0. 


因为 由 假设 Fr(zi, 14) > 0, 对 于 充分 小 的 a 和 8 ( 即 对 充分 小 的 Az, Ay 和 p), 有 
1 / 1 站 
IA| < 3 Fy(T1, 91), FH (x1,Y1) 土 入 之 3Fy(T1,9) > 0, 
因而 
Ay _ _ F(z1,W)+ 入 
Az F(z1,Y1) 土 入 


上 式 的 分 母 不 为 0, 这 样 才能 算得 出 a 如 上 . 令 Az 0Ay 0 因此 5 — 0, 故 
À — 0, 即 
F(z1,Y1) 


‘By Wa 1) 


H z 的 任意 性 即 得 定理 之 证 . 

现在 把 所 得 到 的 隐 函 数 的 微分 法 则 用 于 最 简单 的 “条 件 极 值 ” 问题 . 这 个 问题 
在 多 变量 情形 的 推广 是 重要 且 有 趣 的 , 但 遗憾 的 是 , 我 们 在 这 里 不 可 能 再 充分 展开 
讨论 . 

我 们 现在 来 研究 在 某 个 区 域内 的 可 微 函数 (zx,y) 且 将 把 量 z 视 为 自 变 量 而 
把 y 视 为 xz 的 函数 , 这 个 函数 是 由 关系 式 
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G(x,y)=0 (19) 


在 某 个 区 间 [a, b] 上 定义 的 , 这 里 68(zx,y) 也 可 微 . 也 就 是 说 , F(x,y) 实际 上 是 由 上 
述 复 杂 的 方式 给 定 的 一 个 自 变 量 x 的 函数 . 在 数学 分 析 及 其 应 用 中 , 经 常 要 研究 以 
这 种 复杂 方式 给 定 的 函数 . 现在 来 求 区 间 |a, b] 上 定义 的 函数 的 极 值 . 

按照 一 般 理论 , 这 些 极 值 (相对 极 大 值 和 相对 极 小 值 ) 应 当 使 函数 F(z,y) 的 导 
数 变 为 零 . 也 就 是 说 , 我 们 应 当 使 已 知 函 数 z = F(x,y) 对 z 的 导数 为 零 , 这 时 当然 
要 把 y 视 为 由 式 (19) 所 定义 的 z 的 函数 , 即 应 该 令 函 数 z 对 z 的 所 谓 “ 全 ”导数 


3: dz OF of dy _ | (20) 
dr Orz Oydzr 


在 此 方程 中 ,从 及 5 HU z 和 y 的 函数 ,为 确定 到 ,我们 当然 应 当 用 
函数 的 微分 法 则 . 定义 函数 y 的 关系 式 (19) 给 出 


水 


I 


OF 
q _ or 
dz 99%; 
Oy 


由 此 , 方程 (20) 可 化 为 

OF05 O90F 

OrOy OrOy 
此 方程 连同 方程 (19) 一 起 能 确定 所 有 “临界 的 ” 数 对 (zx,y), 即 任何 使 = 0 的 
点 . 进一步 的 研究 我 们 在 这 里 就 不 再 讲 了 . 


积分 学 最 初 是 与 微分 学 无 关 地 独立 发 展 的 . 只 是 到 了 17 世纪 末 , 450 


个 分 


文 都 已 取得 了 相当 的 进展 , 并 且 以 各 自 独 特 的 方式 解决 了 大 量 的 几何 和 力学 的 问题 


时 , 它们 之 间 存 在 着 的 深刻 关联 才 被 完整 地 揭示 出 来 : 它们 的 基本 课 
析 的 两 个 互 逆 的 问题 . 积分 与 微分 之 间 的 关系 如 同 加 法 与 减法 一 样 . 


这 个 历史 时 刻 通 常 被 作为 当今 称 为 数学 分 析 的 这 门 学 问 诞 生 的 日 子 . 实际 


也 正 是 从 这 个 时 候 起 , 它们 之 间 有 牢 不 可 破 的 原则 性 的 联系 这 


题 是 无 穷 小 分 


-有 


思想 成 了 推动 微分 


学 和 积分 学 的 主要 杠杆 . 两 个 分 支 都 得 到 了 飞速 的 发 展 . 特别 是 积分 学 , 从 此 有 可 


能 从 求解 个 别 分 散 的 问题 转向 创立 充分 强大 的 一 般 方法 . 
把 数学 分 析 的 两 个 基本 分 支 互相 联系 起 来 的 历史 经 历 是 很 独特 的 , 这 一 点 还 反 


映 在 当今 的 数学 分 析 教 科 书 中 , BB AP U09 # 288228 470 
者 为 了 迪 辑 完整 性 , 把 函数 的 积分 定义 为 微分 的 逆 运 算 ; 另 一 些 人 则 相反 , 在 


种 不 同 的 讲法 : 有 一 些 作 


可 顾 


了 熟知 的 历史 发 展 后 , 认定 两 种 运算 先是 彼此 无 关 的 , 只 是 后 来 才 建立 了 它们 
的 相互 关系 . 当然 , 从 形式 上 讲 , 车 无 疑问 我 们 可 以 选择 两 条 道路 中 的 任 一 条 , 并 


之 间 


我 们 实质 上 很 难 , 甚至 不 可 能 断定 这 两 条 途径 中 , 哪 一 个 优 于 另 一 个 . 问题 在 于 , VF 


多 方面 , 实质 上 是 几乎 所 有 方面 , 都 取决 于 学 生 的 需要 和 兴 


想 上 的 兴趣 高 于 应 用 和 实际 上 的 兴趣 , 谁 就 可 能 赞成 把 积分 学 作为 微分 学 的 逆 运 
算 来 导入 , 因为 他 自己 可 能 按 数学 家 的 习惯 , 在 研究 了 微分 之 后 就 去 考虑 其 逆 运 算 ; 
反之 , 对 应 用 方向 感 兴趣 的 学 生 则 可 能 舍弃 这 条 路 径 , 因为 在 他 还 没有 看 到 逆 运 算 


对 哪些 具体 问题 有 益 时 , 研究 逆 运 算 自然 就 显得 意义 不 大 . 


6.2 ”积分 的 定义 


积分 概念 的 产生 和 它 的 价值 得 到 逐步 确定 , 是 由 于 在 


必须 对 函数 进行 某 种 解析 运算 , 而 这 种 运算 的 内 容 又 都 是 某 利 


: 谁 在 数学 逻辑 和 思 


系列 几何 和 力学 问题 中 
完全 确定 类 型 的 极限 


过 程 . 这 类 运算 的 性 质 你 们 当然 是 熟悉 的 . 设 在 区 间 [a,9] 上 给 定 某 个 函数 f(x), 我 


们 将 此 区 间 分 成 n 部 分 , 并 且 以 


aG = zo < 21 < zə < ::: < ZI—1 < TZ, = b 


来 表示 分 点 . 在 每 一 个 区 间 [zs_1, zx](k = 1,2,... ,n) ' 


x 


FX 67, 将 函数 如 


E 点 


L. yy 
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£| 的 值 乘 以 相应 区 间 的 长 度 zx 一 zi-1, 再 作出 所 有 这 些 乘 积 的 和 


Nn 


f(&k)(zk — Zk—1); (1) 

k=1 
现在 设想 , 我 们 已 经 有 了 区 间 [a,9] 的 所 有 类 似 的 分 划 , 并 且 已 用 任何 可 能 的 方式 
来 选择 点 & [同时 数 n (区 间 分 割 成 的 子 区 间 数 ) 也 可 以 是 任意 的 ], 于 是 得 到 了 所 
有 可 能 的 和 (1). 我 们 以 来 表示 在 已 知 分 划 中 最 大 的 子 区 间 [zj_1, zh 的 长 度 . 如 
果 存 在 这 样 一 个 数 r. 使 得 和 (1) 24 1 一 0 时 总 趋 近 于 T. 而 且 无 论 怎样 分 划 以 及 
怎样 选择 点 e, 总 得 出 同一 个 1 则 此 数 工 就 称 为 函数 ffz) 在 区 间 [ww, 中 上 的 积分 ， 


准确 一 点 的 表述 是 : 如 果 对 无 论 怎样 小 的 e(> 0), 都 可 以 找到 男 一 个 正 数 ó, 使 
得 对 满足 条 件 1 < ó 的 区 间 [a, b] 的 任何 分 划 以 及 任意 选择 的 点 & 都 有 


< 5， 


! = s m. 


k=1 


则 数 I 称 为 函数 f(z) 在 区 间 [ww 上 的 积分 . 

无 论 如 何 , 我 们 都 看 到 这 里 谈 的 是 一 个 独特 而 十 分 复杂 的 极限 过 程 , 这 个 极限 
过 程 很 难 被 描绘 为 是 对 哪 一 个 自 变量 取 的 极限 (如 同 我 们 通常 所 做 的 那样 )， 可 以 
把 7 当 作 这 种 变量 (并 以 符号 1 一 0 来 刻画 这 个 过 程 ), 但 在 此 我 们 不 会 不 注意 到 ， 
我 们 对 之 取 极 限 的 和 (1) 并 不 是 量 1 的 单 值 函数 , 因为 显然 有 无 穷 多 种 不 同 的 分 划 
都 相应 于 同样 的 ! 值 , 而 对 于 选 定 的 分 划 , 还 可 有 无 穷 多 种 办 法 来 选择 &. 为 使 极 
限 了 存在 , 需要 和 (1) 的 值 的 整个 集合 对 于 充分 小 的 1 都 同样 任意 地 接近 于 T. 

作为 积分 基础 的 过 程 的 这 种 复杂 性 带 来 了 某 种 不 便 . 在 一 般 的 理论 体系 及 其 具 
体 应 用 中 , 上 述 定义 所 要 求 的 极限 工 应 与 分 划 的 性 质 和 点 & 的 选择 无 关 , 这 一 点 
虽然 可 以 得 到 严格 的 证 明 , 但 因 其 形式 上 的 繁 匈 , 讨论 起 来 时 常 十 分 矿 烦 . 这 就 是 
为 什么 许多 现代 的 表述 都 采用 多 少 有 些 变化 的 途径 来 定义 积分 , 而 在 开始 时 对 极限 
过 程 都 加 以 避免 . 我 们 现在 来 前 述 这 个 新 定义 (当然 , 它 与 前 述 定义 是 等 价 的 ). 
W f(z) 是 区 间 [a, b| 上 任意 的 有 界 函 数 , 我 们 分 别 以 M 和 m 来 表示 其 上 确 
界 和 下 确 界 . 对 于 区 间 [a,b] 的 任意 分 划 T, 我 们 用 M, 和 m, 来 表示 函数 f(z) 在 
区 间 [zj_1,zxx] 上 相应 的 上 确 界 和 下 确 界 , 且 令 zj 一 zx_1 = Ax(1 < k < m. 其 次 ， 
再 令 


Sr = >》 Mk.Axk, sr = 5 _mkA. 


k=1 k=1 
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这 就 是 说 , 每 一 个 分 划 T 都 对 应 着 确定 的 “上 和 ”Sz 以 及 确定 的 “下 和 ”sr. 这 里 
显然 有 m < mk < M, < M (1 < k < m), 因此 对 任意 的 分 划 了 都 有 m(b — a) < 
sr < Sr < M(b— a). 也 就 是 说 , 以 这 样 的 方式 取 的 上 和 Sr 以 及 下 和 sz 的 值 的 集 
合 都 是 有 界 集合 . 

我 们 称 所 有 上 和 sr 的 集合 之 下 确 界 为 函数 f(a) 在 区 间 [a,b] 上 (或 者 说 从 
a 到 范围 内 ) 的 上 积分 , 并 表示 成 


I= WW 


类 似 地 , 我 们 称 所 有 下 和 sz 的 集合 之 上 确 界 为 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 
(或 者 说 从 a 到 b 范围 内 ) 的 下 积分 , 并 表 之 以 


I= [ou 


也 就 是 说 , 任何 已 知 区 间 上 的 有 界 函 数 都 有 上 积分 和 下 积分 . 这 两 个 积分 都 是 
某 个 集合 的 确 界 , 你 们 看 到 , 这 个 定义 中 不 需要 任何 极限 过 程 . 

如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上 的 上 积分 和 下 积分 相等 , 则 其 公共 值 称 为 已 知 
函数 在 从 a 到 b 的 范围 内 的 积分 , 且 表 之 以 


p= Í f(a)dz, 


此 时 函数 f(a) 称 为 在 区 间 [a, b] 上 是 黎 曼 可 积 的 .” 

为 从 这 个 定义 中 得 到 我 们 需要 的 推论 , 我 们 需要 一 些 完全 初等 的 辅助 命题 . 我 
们 规定 , 如 果 分 划 T 的 所 有 分 点 同时 也 是 分 划 T' 的 分 点 (但 一 般 来 说 , T' 包含 有 
T 中 所 没有 的 新 的 分 点 ), 就 说 区 间 [a, 中 的 分 划 T 是 分 划 T 的 一 个 加 细 . 

引 理工 如果 T 是 分 划 工 的 一 个 加 细 , M| 


Sr < Sr, sm 2 sr. 


实际 上 , 当 把 分 划 T 变 成 分 划 T' 时 , T 中 的 小 区 间 [zn-_1,zx] 也 进一步 被 划 
分 成 小 区 间 , 故 和 Sr 的 每 一 项 M,A, 被 代 之 以 一 组 项 的 和 


>` M,, Ak,, 
wl 


x 


其 中 Az. Az... ,AR 都 是 这 些小 区 间 的 长 度 , 而 Mi 则 是 函数 f(z) 在 区 间 进 一 
步 分 划 成 的 小 区 间 的 上 确 界 . 因为 显然 有 Mi < M,(1 < r < s), 所 以 


@ 函数 的 可 积 性 有 多 种 定义 . 这 里 讲 的 ,也 就 是 通常 数学 分 析 教 材 中 讲 的 可 积 性 是 黎 受 给 出 的 , 所 以 
应 称 为 黎 曼 可 积 . 下 文 把 它 化 为 振幅 的 讲法 则 是 达 布 的 功绩 . 译 者 注 
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Y My An， < M, s Ak. = Mk. Ak, 
yell 


p==1 


即 用 以 代替 M.A, 的 一 组 项 之 和 不 超过 M.A), 又 因为 这 对 任何 有 都 是 成 立 的 , 所 
以 Sr, < Sr. 完全 相仿 地 , 可 以 证 明 第 二 个 不 等 式 . 
引 理 II ”对 区 间 [a,b] 的 任何 分 划 TY 和 T;, 都 有 
ST 2 ST. 
实际 上 , 把 两 个 分 划 和 的 所 有 分 点 合 起 来 得 到 第 三 分 划 T, 很 显然 , 它 
是 分 划 T, 与 T, 中 每 一 个 的 加 细 . 对 这 样 的 分 划 T, 很 显然 有 Sz > sr, 因此 由 引 
理工 得 


Sr, 2 Sr 2 sr 2 ST,) 


此 即 为 需要 证 明 的 . 

引 理 II 的 直接 推论 是 引 理 III. 

引 理 II 对 任何 有 界 函 数 , 了 > IL. 

实际 上 , 因为 任何 一 个 下 和 sz 都 不 超过 任何 上 和 Sr, 因此 所 有 下 和 sr 的 集 
合 之 上 确 界 工 不 得 超过 所 有 上 和 Sx 的 集合 之 下 确 界 工 

现在 令 jz 表示 由 分 划 T 把 区 间 [a, b| 分 割 而 成 的 小 区 间 的 最 大 长 度 . 

引 理 IV 对 任何 e > 0 都 存在 一 个 > 0, 使 得 对 任何 分 划 , 3 Ir < 入 时 ,就 
有 5S7 < 了 +ssr > - =. 

这 个 命题 有 时 简单 地 表述 成 : 当 lr — 0 时 Sr 一 L. sr — L. 只 要 不 把 Sr 和 
sT 理解 为 lz 的 单 值 函数 , 这 种 措 词 就 不 致 招 到 误解 . 

证 明 ”不 影响 讨论 的 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 当 a < z < b If f(z) > 0 [我 们 
总 可 以 对 f(z) 加 上 一 个 充分 大 的 数 4 而 达到 此 目的 , 同时 所 有 的 积分 及 和 都 增加 


A(b 一 a)]. 依照 下 确 界 的 定义 , 存在 分 划 To, 使 得 Sm < 了 + 2. 以 mhza … ，zn-a 
表示 区 间 [o, 吕 在 此 分 划 下 的 内 分 点 "， 并 设 M 是 函数 f(z) 在 区 间 [o, 吕 上 的 上 确 
界 . 最 后 , 设 入 = — p 而 分 划 了 是 区 间 [a, 的 任意 一 个 满足 Ir < 和 的 分 划 . 我 


们 来 证 明 Sr < +=. 

为 此 , 我 们 把 分 划 T 所 分 割 成 的 子 区 间 分 成 两 组 : 第 一 组 是 可 以 整个 放 在 区 
间 [zx 一 入 ,zx 十 和 (1 < k < n) 中 的 那些 子 区 间 ， 而 其 余 的 子 区 间 放 入 第 二 组 (图 
25). 相应 于 此 , 和 Sr 也 分 成 了 和 SL 及 SH. 在 和 SL 中 的 所 有 项 的 第 一 个 因子 都 


@ 我 们 总 是 把 区 间 |a, b] 的 端点 也 算 成 分 点 , 即 边界 分 点 . 也 就 是 说 , 我 们 总 令 a= xo, zn =b. 
一 一 译 者 注 
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wy 一 六 加 e. z yi 十 入 Ly es zy % +À 
图 25 
不 超过 M, 同时 第 一 项 的 第 二 个 因子 ( 即 区 间 长 度 的 和 ) 不 超过 过 2nX = 7 因此 
Sr a =. 


从 另 一 方面 看 , 和 SE 中 对 应 于 分 划 T 的 包含 于 区 间 [zx_1,zxx] 内 的 部 分 (图 
25), 如 果 含 于 [zk_1,zx] 内 有 几 个 这 样 的 区 间 , 每 一 个 小 区 间 相 应 于 SP 的 一 项 , 其 
第 一 个 因子 不 大 于 Mk, 而 这 样 几 项 的 第 二 个 因子 的 和 不 大 于 z. 一 xk-1 = Ak, 
此 SI 之 相应 于 含 于 [zx_1,zx] 的 几 个 小 区 间 的 这 几 项 加 起 来 不 大 于 MiAx, 而 把 
相应 于 [zo,zj, [ziza……,[zn za] 的 这 些 项 加 起 来 , 即 有 


ST < >` M.A, = Sm 
k=1 


Sr=Sh+SH< Sl i Sr < +I+ =I+s, 
这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 . 

完全 类 似 地 , 可 以 证 明 命题 中 第 二 个 不 等 式 . 

定理 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,0] 上 可 积 , 则 此 时 对 无 论 怎样 小 的 。 > 0, 都 存在 
一 个 正 数 À, 使 得 对 任意 的 满足 lr < 入 的 分 划 全, 不 论 怎样 选取 Ej (zp_1 S Ék S zk) 


(1 < k < m), 都 有 " 
> /(&)A,- I <£ 
k=1 


实际 上 , 很 显然 , 因为 不 论 在 相应 的 子 区 间 中 怎样 选取 &, 都 有 


mk < f(x) S M, (1 < k < n), 


所 以 n 
sr < Y /(&)A, < Sr 


k=1 
但 另 一 方面 , 由 引 理 IV, 对 相应 充分 小 的 好 的 任意 分 划 有 
I—-e=I—~e<sr<Sr<I+e=I+e. 


把 这 些 不 等 式 与 前 面相 比较 , 我 们 得 到 : 对 相应 充分 小 的 lr 的 任意 分 划 ， 
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J = 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 


se< J(&)A, <T+e， 


k=1 


容易 看 出 , 逆 定 理 也 成 立 
意 选择 的 点 be, 和 》 Df(&4)Ax 


k=1 


T I+; 男 一 方面 , 总 有 Sr > 


实际 上 , 如 果 对 于 充分 小 的 lz 的 任意 分 划 以 及 对 任 
可 任意 接近 于 T, 则 Sr 对 这 样 充分 小 的 Lr 也 将 小 


I 由 此 得 7 了 < 了 +e, 这 就 表明 T < I, 因为 e 是 任意 


小 ; 类 似 地 , 可 得 I > 了 因此 有 了 < 了 由 此 依 引 理 III, 了 = 了 = L, 即 函数 f(z) 在 


区 间 [a, b] 上 可 积 . 


也 就 是 说 , 我 们 这 里 给 出 的 积分 的 新 定义 完全 等 价 于 原来 的 定义 . 


注 记 “从 引 理 TV, 很 明显 可 以 推 得 : 如 果 以 wi = M, 一 mx 来 表示 函数 f(x) 
在 区 间 [zi-_1, zx] 上 的 振幅 , 则 要 想 使 函数 f(x) 在 区 间 [a, 5b] 上 可 积 , 其 充分 必要 
条 件 是 : 对 lz 充分 小 的 任意 分 划 T, 和 


可 以 任意 小 . 
6.3 ”可 积 性 条 件 


Y ok Ak = ST 一 sT (2) 


k=1 


在 上 面 最 后 的 注 记 中 给 出 的 可 积 性 的 必要 充分 条 件 用 起 来 还 是 不 大 方便 , 因为 


多 数 情况 下 , 对 于 具体 给 出 的 函数 不 容易 直接 判断 和 (2) 的 性 态 . 但 借助 这 个 准则 ， 


很 容易 建立 对 于 相当 广泛 的 孙 
我 们 现在 沿 这 条 道路 走 下 


数 类 的 可 积 性 的 一 般 条 件 . 
2: 


我 们 首先 来 证 明 : 任何 在 闭 区 间 [a, b] 上 连续 的 函数 在 此 区 间 上 必 可 积 . 实际 
L, 由 一 致 连续 性 (参见 第 三 讲 定理 4), 对 每 一 个 正 数 。 都 可 以 找到 一 个 正 数 和 , 使 
得 函数 f(a) 在 长 度 小 于 和 的 任意 区 间 上 的 振幅 都 小 于 s. 但 此 时 对 任何 lr < 和 的 


任意 分 划 工 , 和 (2) 中 的 所 有 wx 都 将 小 于 z, 因此 


pe < 5 = e(b— a), 
k=] k= 1 


即 和 (2) 当 r 充分 小 时 可 以 外 
间 [a,9] 上 的 可 积 性 . 


x, 


E 意 小 . 正如 我 们 了 解 的 , 由 此 可 推 得 函数 f(a) 在 


间断 函数 是 否 可 积 ? 从 例子 中 容易 看 出 , 这 是 可 能 的 , 甚至 容易 在 这 方面 找到 
一 些 一 般 的 规律 性 . 例如 , 我 们 来 证 明 : 在 区 间 [a,5] 上 只 有 一 个 间断 点 c 的 有 界 
函数 f(x) 在 此 区 间 上 可 积 (无 论 间断 点 c 的 性 质 怎 样 ). 
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为 此 我 们 以 到 来 表示 函数 |/(z)| 在 区 间 fw 中 上 的 上 确 界 , 并 选取 任意 的 正 数 
= 在 区 间 ee 及 Ë a”) 上 函数 f(z) 连续 , 因此 我 们 可 以 再 找 一 个 正 数 


入 便 得 函数 lz) 在 任何 长 度 小 于 和 而 且 整 个 落 在 |wc- 过 | 内 ,或 者 | 这 
内 的 区 间 上 , 振幅 都 小 于 e. 现在 令 了 仍 是 使 得 tr < Ó 的 区 间 [a, b] 的 任意 分 划 . 
一 般 来 说 , 在 区 间 A, 中 可 能 有 一 些 整个 沙 在 上 面 提 到 的 两 类 区 间 之 一 , 而 也 可 能 
有 一 些 , 至 少 是 部 分 地 落 入 区 间 |e— 亏 ,e+ Z| (图 29)， 对 于 第 一 关 型 的 区 间 
Ak, 和 (2) 中 的 振幅 wi 小 于 z, 因此 相应 于 第 一 类 型 的 区 间 , 和 (2) 中 的 部 分 小 于 
(6 一 a). 对 第 二 类 型 的 区 间 , 关于 f(z) 的 振幅 wx, 我 们 只 能 断定 其 不 大 于 2w. 但 


因为 所 有 第 二 类 型 的 区 间 整 个 属于 区 间 Ë 让 -入 c+ 次 |， 所 以 其 长 度 的 和 


不 超过 三 + 2A 因而 和 (2) 中 与 之 相应 的 部 分 不 大 于 zx 人 s: an) =e + AX. 把 
它 同 我 们 上 面 得 到 的 和 (2) 的 第 一 部 分 的 估计 式 合并 , 就 得 到 , 当 Lz < X 时 有 
Y ok Ak < st 一 oj) 十 2 十 4AH. 


wl 


因为 = 和 入 都 可 以 任意 小 , 所 以 此 即 确定 了 函数 f(z) 在 区 间 [a, b| 上 的 可 积 性 . 


I I I 
a EC 2 | 
Ü: == Pn C +> 
图 26 


我 们 有 意 如 此 详细 地 进行 了 这 个 并 不 复杂 的 讨论 . 这 里 重要 的 是 , 要 找 出 证 明 
的 基本 思想 . 和 (2) 之 所 以 变 得 很 小 , 是 因为 : 1) 在 函数 连续 的 区 域 上 第 一 个 因子 
wp 是 很 小 的 (一 致 连续 性 ); 2) 包含 间断 点 的 区 间 , 使 第 二 个 因子 的 和 也 很 小 .由 
此 得 知 , (2) 的 两 个 部 分 都 很 小 , 从 而 整个 和 也 很 小 . 现在 容易 明白 (当然 也 可 严格 
证 明 ), 函数 f(zx) 在 区 间 [ab] 上 即使 有 任意 有 限 多 个 间断 点 也 不 会 改变 其 可 积 性 ， 
只 要 它 仍 是 有 界 的 . 相反 地 , 要 是 间断 点 占据 区 间 [a, b| 的 部 分 过 大 , 则 函数 就 有 可 
能 不 可 积 . 例如 , 狄 利克 雷 函 数 (参见 第 三 讲 ) 在 每 一 点 处 间断 , 它 在 任何 区 间 上 也 
不 可 积 . 实际 上 , 在 任何 区 间 A, 上, 对 该 函数 而 言 wx = 1, 因此 对 区 间 [a, b] 的 任 
何 分 划 , 恒 有 
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我 们 所 讨论 的 一 切 问 题 在 下 述 命题 中 得 到 了 圆满 的 解答 . 

定理 ”有 界 浮 数 f(x) 在 区 间 [ww 中 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 无 论 怎样 
小 的 e>0, 区间 |a, b] 上 使 函数 f(x) 的 振幅 超过 2 的 所 有 点 都 能 够 包含 于 有 限 多 
个 区 间 之 内 “, 而 这 些 区 间 的 总 长 度 不 大 于 e. 

证 明 ”1) 设 定理 的 条 件 得 以 满足 . 令 51,62,… ,6n 为 一 组 区 间 , 它们 包含 了 


所 有 (使 得 ) 在 其 上 函数 f(a) 的 振幅 超过 的 点 , 在 此 令 Y ó, < z. 其 余 的 区 间 我 


$=1 


们 表 之 以 qdi, qd2,… , dn. 因为 在 任何 区 间 d, 的 任意 一 点 上 f(x) 的 振幅 不 大 于 =, 
则 由 第 三 讲 “3.8 间断 点 ”一 节 的 定理 , 该 函数 在 这 样 一 种 区 间 上 的 振幅 将 小 于 2e， 
只 要 这 种 区 间 整 个 地 落 在 区 间 d, 之 中 , 而 且 其 长 度 充分 小 . 现在 只 要 再 认定 区 间 
[a,b] 的 分 划 所 分 出 的 子 区 间 A, 是 任意 地 充分 细 ( 即 具有 充分 小 的 1). 按照 前 一 
节 末 的 方法 进行 讨论 , 即 把 和 (2) 分 成 两 部 分 , 其 一 是 整个 区 间 A, 都 属于 区 间 d, 
之 一 , 其 二 是 哪 怕 只 是 部 分 地 落 入 区 间 6 之 一 . 我 们 容易 得 出 , 和 (2) 的 第 一 部 分 
小 于 2e(b 一 a), 而 第 二 部 分 不 超过 2y(e 十 2nlz), 其 中 为 函数 |f(z)| 在 区 间 |a, b|] 
上 的 上 确 界 , 而 n 是 区 间 6; 的 个 数 . 选择 = 及 Ir 充分 小 , 这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 
使 得 和 (2) 任意 小 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

2) 设 f(x) 在 区 间 [w, 上 可 积 且 = 是 任意 的 正 数 . 我 们 可 以 选取 区 间 [a, b] 的 
这 样 的 分 划 , 使 得 相应 地 有 和 (2) 小 于 a2. 现在 要 注意 和 (2) 的 所 有 项 都 非 负 ， 
而 当 我 们 从 中 只 保留 wk > s 的 项 而 剔除 其 余 项 时 , 和 不 会 增加 . 这 样 一 来 , 即 有 


ae? > Ds > >` (k Ak > € >` Ak. 


Wk>E (Qk >€ 


Y A, <, 


Wk>E 
但 包含 于 上 述 和 中 的 区 间 A. 很 显然 包含 了 区 间 [a,b] 上 所 有 使 函数 f(x) 的 振幅 
超过 s 的 点 (因为 这 样 的 点 不 可 能 属于 使 得 ws < 的 区 间 Ak). 也 如 是 说 , 我 们 所 
要 证 明 的 定理 之 中 的 可 积 性 条 件 确实 是 必要 的 . 
从 所 证 的 定理 可 推出 区 间 [a,9] 上 的 任何 单调 函数 的 可 积 性 . 实际 上 , 如 同 我 
们 在 第 三 讲 中 所 看 到 的 , 任何 这 样 的 函数 在 已 给 区 间 上 必然 有 界 . 其 次 , 我 们 已 经 


@ 数学 分 析 中 有 一 个 重要 定理 : 定义 在 [a,b] 上 的 函数 f(x) 为 黎 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 是 , 它 是 有 界 

的 , 而 且 其 不 连续 点 ( 即 wy 不 为 0 的 点 ) 的 集合 是 一 个 零 测 度 集合 . 所 谓 “ 零 测度 ”是 指 可 以 用 
可 数 多 个 (注意 不 是 有 限 多 个 ) 闭 区 间 覆 盖 , 而 这 些 闭 区 间 长 度 之 和 小 于 任意 s > 0. 这 个 定理 是 
勒 贝 格 提出 的 , 所 以 时 常 被 称 为 关于 歼 曼 可 积 的 勒 贝 格 定理 , 虽然 它 没有 用 到 勒 贝 格 积 分 和 勒 贝 格 
测度 的 理论 . 因此 , 本 书 这 个 定理 的 陈述 不 妥 . 由 于 篇 幅 所 限 , 这 里 不 能 给 出 正确 的 陈述 和 证 明 . 但 
对 于 学 生 , 特别 是 教师 , 知道 这 个 定理 是 很 重要 的 . 现在 的 数学 分 析 教 材 完全 没有 提 到 这 件 事 , 是 令 
人 遗憾 的 . 译 者 注 


= 


全 


由 此 得 
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看 到 , 对 于 无 论 怎样 小 的 = > 0, 区 间 [ab] 上 使 得 该 函数 有 > = 的 振幅 的 点 的 个 数 


应 当 是 有 限 的 . 但 有 限 多 个 点 总 
是 说 , 我 们 刚才 证 


=l 


可 以 任意 小 . X) 
单调 函数 必然 满足 . 


能 包含 


6.4 几何 应 用 与 物理 应 用 的 格式 


我 们 所 研究 的 积分 概念 
者 用 确 界 的 思想 )， 而 与 微分 学 的 人 
应 用 和 物理 应 用 . 当然 , 我 们 在 此 不 必 停 留 在 这 些 应 


明 过 的 定理 


于 有 限 多 个 区 间 中 °, 
FP 所 谈 到 的 可 积 


只 与 一 定形 式 的 和 密切 相关 (或 者 
E 何 概念 都 不 相关 . 


且 这 些 区 间 的 长 度 和 


性 准则 ， 对 每 一 个 


用 极限 的 思 


9 想 , 或 


尔 们 都 了 解 , 它 有 大 量 的 几何 
用 上 , 既 不 必 讲 这 些 应 用 本 身 ， 


甚至 也 不 必 列 举 其 中 最 重要 的 例子 . 但 对 我 们 来 说 , 重要 的 是 要 注意 , 这 一 切 类 似 


的 应 用 中 所 胡 
教科 书 中 通常 强调 得 


不 够 . 


JÉ. 为 f 
如 何 借助 积分 学 来 求 


简单 计 , 我 们 通常 总 设 f(z 


解 它 . 但 现在 


面积 , 很 显然 , 只 有 当 


明了 打算 进行 


一 般 来 说 , 同 圆 ; 


Em 
< 


计算 图 27 所 示 的 曲 边 梯形 
计算 的 丸 


甚至 我 们 不 知道 要 


解决 的 问题 实际 上 要 比 简 
又 找到 了 计算 此 面积 的 方法 . 当 


@ 这 个 说 法 也 是 不 对 


< 一 0 时 仍 需要 可 数 多 个 区 间 才 行 . 


的 . 对 于 固定 的 s > 0, 固然 有 限 多 个 区 间 即 可 覆盖 振幅 > = 的 7 


) 为 正 且 连续 


单 的 计算 更 为 


个 量 的 确切 定义 吗 ? 当然 没有 . 


到 的 独特 且 相 当 精 细 的 逻辑 特点 , 这 些 在 原则 上 非常 重要 的 特征 ， 


在 


例如 , 讨论 计算 图 27 所 示 的 “ 曲 边 梯形 ”的 面积 , 它 的 上 方 是 函数 f(z) 的 图 
. 当然 , 你 们 都 很 熟悉 这 个 问题 
E 我 们 来 认真 从 逻辑 - 


页 以 及 


F 想 一 下 . 要 计算 茶 个 图 形 的 
面积 概念 本 身 有 明确 定义 时 才 有 意义 . 现在 , 当 我 们 寻找 可 以 
面积 的 方法 时 , 我 们 已 经 掌握 了 那 种 定义 吗 ? 我 们 已 经 


图 27 
不 了 解 所 求 的 面积 是 什么 , 我 们 怎样 来 计算 它 ? 于 是 ( 比 什么 都 更 奇妙 的 是 )， 


译 者 注 


我 们 了 解 的 面积 定义 只 是 
直线 形 (多 边 形 ) 的 面积 以 及 圆 的 某 些 部 分 的 面积 ; 以 曲线 y = f(z) 为 边界 的 梯形 ， 
有 任何 共同 之 处 . 


才 算 的 是 什么 , 这 个 计算 竟然 成 功 了 ! 问题 在 于 , 在 这 里 提出 和 
重要 . 我 们 既定 义 了 曲 边 梯形 面 
当 我 们 断定 这 个 图 形 的 面积 等 于 阶梯 形式 的 直线 形 


积 的 概念 ， 


连续 点 , 但 当 


6.4 几何 应 用 与 物理 应 用 的 格式 . 109 . 


(图 27 中 给 


形 面 积 的 定义 . 试图 训 
样 的 条 件 下 (例如 , 在 
到 证 明 的 . 任何 这 类 几何 和 物 弄 


了 一 个 ) 的 面积 的 极限 时 , 则 这 个 断言 不 是 定理 , 而 是 我 们 的 曲 边 梯 
E 明 这 个 断言 是 无 意义 的 . 反之 , 断言 所 说 的 极限 在 这 样 或 那 
卖 的 情况 下 ) 存在 则 是 定理 , 它 是 可 以 也 应 该 得 


的 问题 , 恰好 都 有 这 样 的 逻辑 特性 . 不 管 我 们 是 想 


计算 曲线 弧 的 长 度 、 旋转 体 的 体积 和 表面 积 , 还 是 
等 , 所 有 情况 下 讨 i 
些 最 为 简单 的 特殊 情形 下 , 这 种 定量 的 度 直 
念 以 适当 的 一 般 定 义 , 这 个 定义 

现在 我 们 要 问 : 


知 力 在 已 知 路 径 段 上 所 做 的 功 


求 某 个 概念 的 定量 的 度量 . 而 在 此 之 前 , 只 是 在 某 


FA 是 有 定义 的 . 问题 在 于 , 要 给 这 个 概 
同时 也 就 包含 了 相应 于 这 个 概念 的 数量 的 求法 . 
上 面 所 列 的 几何 问题 和 物理 问题 (当然 , 还 有 许多 其 他 问题 ) 


有 些 什么 共同 特 4 
是 以 积分 作为 工具 , 它 既 从 过 辑 上 定义 所 求 的 量 又 给 出 其 数量 的 估计 . 关于 这 些 基 


本 特征 , 可 以 指 4 在 所 有 情形 下 , 待 求 的 量 都 与 某 个 区 间 |a, i] 有 关 , 该 量 


坚决 这 些 问 题 , 且 在 所 有 情形 下 恰 


“分 布 ” 在 此 区 间 


x 间 的 变化 而 改变 . 例如 , 在 图 27 上 ,如 果 用 另外 的 区 


间 代 替 区 间 [a, b| 428, 要 保持 函数 f(x) 不 变 ), 则 我 们 就 得 到 另 一 个 面积 值 ; 对 力 


所 做 的 功 ， 若 如 
的 问题 中 ,所 下 
梯形 上 面 的 边界 之 点 


到 确定 的 提 法 , 首先 必须 给 定 


a < z < b. 可 以 指出 , 我 们 要 给 出 其 定义 , 又 要 计算 


点 在 不 同 的 路 段 上 , 则 功 也 不 同 , 等 等 ， 另 一 方面 , 在 每 一 个 具体 
定 的 函数 f(z). 在 图 27 rh, 这 是 所 研究 的 曲 边 
的 纵 坐 标 , 而 此 点 的 横 坐 标 为 z; 在 计算 功 时 , 这 是 离开 计算 
起 点 距离 为 z 处 的 作用 力 的 数值 , 等 等 . 也 就 是 说 , 要 使 我 们 所 研究 的 这 类 问题 得 
茶 个 函数 f(x), 以 及 茶 个 我 们 的 问题 与 之 相关 的 区 间 


其 数值 的 那个 量 是 三 个 元 素 的 


函数 Y( 方 @ 咏 .它们 是 可 以 彼此 无 关 地 选取 的 : 函数 f(z) 以 及 a RL b 2 H har 


的 . 容易 看 出 , 可 以 应 
基本 上 是 由 于 该 


提 积 分 作为 解决 上 列 所 有 问题 (以 及 其 他 许多 问题 ) 的 方法 ， 
函数 V(f;a,5b) 具有 下 述 性 质 . 


1) V 作为 区 间 [a, b] 的 函数 是 可 加 的 , 即 当 a < c < 时， 


实际 上 , 对 于 图 


割 成 子 区 间 , 从 而 曲 边 梯形 也 被 分 


曲 边 梯形 的 面 


积 之 和 . 对 于 旋转 体 的 体 和 


V(f;a,b) = V(f;a,c) + V (f; c, b). 
27 所 示 图 形 的 面积 , 如 果 其 定义 是 合理 的 , 当 把 区 间 [a, b] 分 
I 成 小 曲 边 梯形 , 曲 边 梯形 的 面积 显然 应 等 于 小 
当 我 们 将 其 旋转 轴 分 割 成 小 段 时 , 应 等 


于 在 每 一 小 段 上 分 布 着 的 旋转 体 的 体积 之 和 . 力 在 已 知 路 径 上 所 做 的 功 等 于 该 力 在 


对 路 径 进行 人 


E 意 分 划 时 在 该 路 径 的 各 个 


区 段 上 所 做 的 功 之 和 , 等 等 . 


2) 如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 为 常数 : f(z) = C, 则 有 


C(b—a); 如 果 是 旋转 体 的 情形 , 则 f(x) 表示 的 是 垂 兰 


V(f;a,b) = C(b— a). 
实际 上 , 如 果 f(x) = C(a < z 


的 图 形成 为 矩形 ,其 面积 等 于 


算 面 的 面积 , 2; f(x) = C(a < 
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SO OC) G 2 
< 世上 保持 党 量 C, 则 该 力 在 已 知 路 径 上 所 做 的 功 等 于 C(b — a), 等 等 . 

现在 容易 证 明 ， pe V 与 已 知 元 素 f(z), a É b 的 关系 具有 特征 1) 及 2) 
HJ, 则 自然 可 以 期 望 , 问题 的 解答 是 一 个 积分 


V = | f(a)dz. 


如 果 我 们 像 通 常 一 样 ,用 分 点 
a= m < m <::: < z,—1i < z, = b 


把 已 给 区 间 [o, 世 分割 为 子 区 间 , 则 首先 由 性 质 1) 3 


V(f;a,b) -yy f; zk Zk); 


k=1 


HUK PR 2 f(z) 对 区 间 [zk-u zu 上 的 任何 z 都 取 某 个 常 值 Cx， 则 由 性 质 2) 我 们 
就 得 出 


V(f;izk-i, Zk) = Ck(zk — Zk—1). 
实际 上 , 函数 f(x) 在 区 间 [zx_1,zx] 上 一 般 不 等 于 常数 . 但 如 果 该 函数 连续 且 区 间 
[zp_1; zk] 很 小 , 则 该 函数 f(x) 在 区 间 [zk -ai,zt 上 所 取 的 值 之 间 相 差 很 小 . 在 这 
些 值 中 取 定 某 一 个 fc), 我 们 可 以 说 , 在 整个 区 间 [zj_1,zx] 上 函数 f(z) 近似 等 
于 f(&). 因此 我 们 目 然 认 为 量 V(f; zr-1,zxk) (不 应 态 记 该 量 还 是 没有 定义 的 ) 近 
似 等 于 f(&4) (zh 一 z_1), 因而 近似 地 有 


V(f;a,b) = De )(zk 一 ZK 1); 


其 中 & 是 区 间 [çka zl 上 的 任 一 点 . 这 里 我 们 自然 假设 , 该 近似 等 式 的 误差 随 着 
区 间 [zk 1, 7] 越 小 也 就 越 小 , 即 随 着 所 做 的 分 划 的 zx 变化 而 更 小 . 但 由 此 已 经 完 
全 确定 了 量 V 的 确切 意义 是 


b 
n De = 0) = | fe 
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在 积分 学 发 展 的 最 初 阶段 , 积分 学 与 微分 学 之 间 的 联系 的 巨大 意义 还 没有 以 应 
有 的 程度 进入 学 者 们 的 思维 视界 之 中 时 , 要 解答 我 们 所 述 的 问题 , 还 只 能 通过 把 积 


分 作为 和 的 极限 来 直接 计算 
在 每 一 个 具体 问题 中 都 力求 选取 特别 方便 的 分 划 并 专门 挑选 8, t, 以 便 在 用 
于 每 个 特别 的 函数 f(z) 时 , 尽 可 能 地 减 经 和 简化 这 种 一 般 来 说 是 极为 繁琐 的 计算 
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有 一 些 问 题 在 很 古老 的 时 代 就 已 用 这 种 方法 解决 了 , 后 来 又 增加 了 一 系列 新 的 成 
果 . 但 直到 利用 微分 学 和 积分 学 之 间 的 关系 作为 计算 积分 的 基本 方法 之 前 , 所 有 的 
成 果 都 还 是 零散 的 , 并 且 每 一 个 新 问题 都 需要 从 本 质 上 创立 新 方法 来 解决 . 积分 学 
只 有 在 同 微分 学 有 了 密切 的 互相 作用 以 后 , 才 有 了 普 裔 适用 的 完全 合格 的 方法 . 
你 们 当然 很 熟悉 积分 同 微分 之 间 的 联系 在 于 : 积分 

F(z) = | f (udu 
在 每 一 点 上 以 其 “被 积 函 数 ” f(zx) 为 导数 , 只 要 该 函数 f(z) 在 这 一 点 连续 (特别 地 ， 
对 连续 的 被 积 函数 f(z), F(x) 处 处 以 f(z) 为 导数 ). 证 明 很 简单 ; 如 果 有 hh > 0 H. 
|h| 充分 小 (h < 0 时 的 证 明 类 似 , 所 以 略 去 ), 则 当 x 一 |h| < u < zt+|h| 时 有 

Jf(z) — £ < f(u) < f(x)+e, 
其 中 e 是 预先 选 定 的 任意 小 的 正 数 . 由 此 得 


Z 十 六 
hf(a) — elhl < | uda br 


此 即 表明 


f(z)—e <> < /f(z) + =. 


由 于 = 为 任意 小 , 由 此 就 可 以 推 得 ” 


z+h r 
| payaa = Pet 1) F(z) _ 


x 


F'(a) = f(a) B F(z) — F(a) = | flw)du. 


于 有 这 种 联系 , 任何 微分 法 则 都 可 给 出 某 个 积分 法 则 , 只 要 把 微分 法 则 反 过 
来 看 就 行 了 . 不 但 如 此 , 微分 学 的 许多 一 般 方法 至 少 允 许 部 分 的 反 转 而 得 出 重要 的 
一 般 的 积分 方法 . 例如 代数 和 的 微分 法 则 完全 可 以 反 转 来 给 出 代数 和 的 积分 法 则 
( 它 通 常 也 能 容易 地 从 积分 的 原始 定义 中 导出 ), 乘积 的 微分 法 则 导出 所 谓 的 “分 部 
积分 法 ”, 这 种 方法 的 力量 你 们 都 已 熟知 了 .“ 函 数 的 函数 ”的 微分 法 则 的 反 转 就 是 
你 们 所 熟知 的 更 强 的 方法 :“ 积 分 的 变量 变换 法 ”. 


Q@ 有 一 个 普遍 的 误解 , 以 为 只 要 F'(z) = f(x), 就 一 定 有 下 f(u)du = FP(z)— F(a). 实际 上 这 是 不 对 
的 . 意大利 数学 家 伏 尔 特 拉 曾 给 出 过 一 个 著名 的 例子 , 即 作出 一 个 函数 F(z) 为 可 微 的 , 但 F'(z) = 


f(z) 却 不 是 黎 曼 可 积 的 , 因而 | f(u)du = F(zw) — F(a) 没有 意义 . 本 书 对 此 作出 了 明确 的 陈述 . 


我 们 再 把 它 陈述 如 下 ; 1) 车 f(z) 在 [a, 上 连续 ， w | f(wdu 以 f(z) 为 导数 ; 2) 35 F(x) 连 


续 可 微 , 则 P'(z) = f(z) 连续 , 因而 可 积 , 而 且 | f(u)du = F(z) — F(a). 总 之 f(a) 的 连续 性 


起 了 重要 作用 . 微分 与 积分 互 为 逆 过 程 一 般 并 不 成 立 , f(z) 连续 是 使 之 成 立 的 一 个 充分 条 件 . 为 了 
突出 这 一 点 , 这 一 段 文字 有 修改 . 译 者 注 


.112. 第 六 讲 积 分 
应 用 所 有 这 些 方法 就 可 以 积分 大 量 的 初等 函数 (特别 地 , 是 所 有 的 有 理 函 数 ). 


I 果 说 对 于 许多 初等 函数 我 们 还 不 会 写 出 它们 


分 则 完全 是 另 一 


不 是 初等 函数 , 因而 不 能 用 但 


函数 的 积分 就 如 此 . 有 必要 看 
它 的 积分 来 研究 之 外 , 没有 人 
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法 力量 不 够 , 而 是 男 有 
求 初等 函数 的 微分 时 , 我 们 在 任何 情况 下 


在 微分 学 中 , Yñ wj duke B H x 


原 


办, 而 


的 积分 , 这 并 不 是 


Sp SE: 
总 B 


续 3 


且 在 其 


上 连 


一 般 地 ,“ 中 值 定理 ”的 特征 是 


内 


值 


这 个 意义 上 , 柯 西 公式 以 及 有 
也 经 常用 其 他 几 种 形式 来 表述 : 说 成 是 


”) 存在 .对 于 它 , 我 们 


EF 何其 他 工 


KCN I 


F. 


>s: 


可 微 , 则 存在 该 区 间 的 一 个 内 点 e, 使 得 


f(b) — f(a) = f'(e)(b — a). 


口 


eh 


a 十 0h, 定性 


中 关于 数 9 只 说 有 双边 不 等 式 0 


式 0<0<1 


果 函 数 f(z) 在 


= 


的 函数 F(z) = Í. (du 3 


a 


kt 中 c 是 区 间 [a， 


的 这 种 不 有 


区 间 [a,b 


b| 中 的 某 个 点 . 该 命题 可 直接 应 


E 明 . 下 面 的 关系 式 更 为 一 般 ; 


在 其 表述 中 有 某 个 数 c ( 
知道 它 在 区 
茶 种 形式 余 项 的 泰勒 公式 


+ 


闻 [a,b| 之 内 , Il 


都 是 中 


Vr3 
究 这 类 新 函数 , 但 对 此 (至 少 在 最 初 ) 除了 利用 定义 


因为 我 们 所 用 的 方 


这 种 原因 又 具有 无 比 巨大 的 原则 性 意义 如 果 说 
再 得 到 初等 函数 的 话 , 初等 函数 的 积 
回 事 了 . 常常 是 这 样 的 ; 这 类 函数 的 积分 尽管 当然 是 存在 的 , 但 却 
何 初等 公式 表示 . 例如 二 和 
gz 


1 


这 样 简单 的 
十 二 


P 值 定理 : 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b| 


B z fÉ a 与 之 间 的 “中 间 
i 无 法 更 确切 地 描述 它 . 在 
直 定 理 . 这 一 类 定理 


区 间 


[把 位 置 


a,a +h), lI 


LI 


< 0 < 1. 在 表述 9 


有 定 的 数 也 是 中 

中 值 定理 在 积分 学 中 的 作用 在 任何 情况 下 都 不 小 于 它 在 微分 学 
中 之 一 即 你 们 无 疑 很 熟悉 的 所 谓 “ 第 一 ”中 值 定形 
上 连续 , 则 有 


秆 定理 的 一 种 } 


b 
| far = (90-0) 


用 拉 格 天 


b 
m(b — a) < | f(z)dz < M(b-— a) (a< b), 


其 


= 


中 m 和 MM 相 


H: 
Sy 


W HB e SP f(x) 在 
式 对 任何 有 界 的 可 积 函数 f(z) 都 成 立 . 
在 用 等 式 (3) 估计 


的 积分 时 , 其 作 


区 间 [a,b] 上 的 下 确 


用 也 没有 不 等 式 (4) X. 


型 特征 . 


.在 最 简单 的 情况 下 , 它 断 言 : 


日 定理 


界 和 上 古 
但 即使 该 函数 连续 , 因为 点 e 的 位 置 未 知 ， 


未 定 的 内 点 表示 成 


出 现 服从 双边 不 等 


其 
如 


中 的 作用 . 


(3) 


也 


于 区 间 [a,b] 上 


(4) 


外界 . 这 个 关系 


66 ”中 值 定理 . 113 . 


“第 一 ”中 值 定理 的 更 为 一 般 的 形式 是 : 如 果 函 数 p(x) 在 区 间 [a,b| 上 处 处 非 
负 , 则 


b b 
| retodaz= 9 | was (5) 
其 中 c 仍 表示 区 间 [a, b] 的 某 个 没有 准确 确定 的 内 点 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 函数 f(z) 
和 2(z) 当 作 是 连续 的 并 且 假 设 p(x) > 0 (a < z < b). 29 uEBB Z: sN (5) (yp(z) 三 1 的 
特例 就 是 公式 (3)), 只 要 在 区 间 |a, b] 上 对 函数 


T 


应 用 柯 西 公式 就 可 以 得 出 


是 I 
第 二 中 值 定理 则 是 更 为 精细 的 解析 工具 , 我 们 现在 来 研究 它 . 该 定理 的 对 象 也 
分 


b 

| f(a)e(z)dz, (6) 
但 它 仅 当 被 积 函数 的 两 个 因子 之 一 是 区 间 lab) 上 的 单调 函数 时 才 成 立 ， 设 函数 
elz) 对 a < z < 为 非 负 且 不 增 . 像 通 常 一 样 , 我 们 对 区 间 [a, 相 进行 分 划 工 并 保 
留 我 们 通常 的 记号 . 我 们 来 证 明 积分 (6) 是 和 


Yee | 


Tk 
Tk—1 


f(z)dz (7) 


4 r — 0 时 的 极限 . 实际 上 , 我 们 以 j 来 表示 函数 |f(z)| 在 区 间 [a bJ 上 的 上 确 界 ， 
且 以 A 来 表示 和 (7) 与 积分 (6) 的 差 . 我 们 由 函数 p(z) 的 单调 不 增 的 假设 得 到 


Nn 


>. | [e(&k) — e(z)]f(z)dz 


k=1 "Zk—1 


I4| = 


< [e(zk-—1) — e(zk)|u(zk — Zk—1) 
k=1 
< nlr|e(a) — %(b)], 
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A 一 0 (4 Ir — 0 ID). 
Që 点 , 我 们 现在 用 阿 贝尔 引 理 (参见 第 四 讲 “4.7 震级 数 ”一 节 ) 来 改 
写 和 (7). 令 


| f(r)dz = Ak (k=0,1,2,... ,n), 


我 们 得 到 
$= 2 P(Ex) |. J(z)dz = > @(&)(A,;— Ak) 
k=1 Zk-—-1 k=1 
= S|) of Oe A 003 (8) 
k=1 


现在 分 别 以 M 和 m 来 表示 函数 
| roa (9) 


在 区 间 a < z < 5 上 的 上 确 界 和 下 确 界 , 很 显然 有 m < A, < M (0 < k < n). 而 由 
于 对 函数 yp(z) 所 假设 的 非 负 且 不 增 性 质 , 公式 (8) 右边 的 所 有 的 Az 均 是 以 非 负 
因子 相 乘 , 所 以 该 公式 给 出 


mp(&1) < S < Moy(&1). 
b 
P(e) = pla +0), S— | re)yeGaas, 


由 此 得 


b 
mpla+0) < | /lojelodzs My(a+0), 
或 者 若 oa 二 0) Z 0 (g(a + 0) = 0 的 情形 当然 是 平凡 的 ), 则 有 
1 b 
< a | f(a)e(z)dz < M; 
但 连续 的 函数 (9) 应 当 在 区 间 [a, b] 的 某 个 内 点 £ 处 取 其 两 确 界 间 的 中 间 值 , 即 这 
些 不 等 式 中 间 一 项 的 值 , 由 此 得 


b £ 
| Yaeaaz=ee+ro| far (a< <. (10) 


公式 也 就 构成 了 我 们 特定 条 件 下 的 ( 当 函 数 w(z) 是 非 负 且 不 增 的 函数 , 而 
f(x) 是 任意 的 可 积 函数 ) 第 二 中 值 定理 的 内 容 .“ 中 值 ” 在 此 很 独特 地 成 为 一 个 积 
分 限 . 


67 三 义 积分 . 115. 


如 果 依 然 假 设 函 数 wo(z) 非 负 , 但 为 不 减 函 数 , 则 令 z= 5 一 y,p(b 一 y) = %(2), 
就 得 到 


b b—a 
| f(a)e(z)dz = | f(b — yp (ydy. 
因为 函数 wy) 很 显然 非 负 且 不 增 ( 当 0 < y < b — a 时 ), 则 我 们 可 以 对 上 面 这 个 积 


b—a 7 
| Ha w+0) | jy 
0 0 
b 


三 本 了 9)| 二 


b—n 
其 中 0<wm<b 一 a, 因而 有 a<&=50 一 n < b. 也 就 是 说 , 此 时 第 二 积分 中 值 定理 的 
形式 是 


b b 
| emar=we-o| (yaz. 
最 后 , 我 们 将 设 函数 ptz) 是 单调 的 , 例如 是 不 增 的 , 但 关于 其 符号 我 们 将 不 作 
任何 假设 . 因为 函数 p(z)  p(b 一 0) 在 区 间 [a, b] 上 非 负 且 不 增 , 则 应 用 公式 (0), 
我 们 得 到 


由 此 得 


pn a aku a Q | PON gtb=W | 天 


这 就 是 一 般 情 形 下 第 二 中 值 定理 的 表述 . 特别 地 , 2708828 yp(zx) 在 点 a 及 点 处 连 
续 , 则 有 


b 

Raa all | yo 2020525, 
67 广义 积分 

我 们 现在 应 当 注 意 到 对 积分 原始 思想 的 两 个 最 重要 的 推广 : 带 无 穷 积分 限 的 
积分 以 及 无 界 函 数 的 积分 . 两 种 情形 下 谈 到 的 都 是 积分 思想 本 身 的 实质 上 的 推广 ， 
它们 不 是 简单 地 把 原 有 概念 用 于 新 的 情况 , 而 是 对 原 有 的 构造 积分 的 方法 再 添加 
个 新 的 补充 的 极限 过 程 . 广义 积分 已 经 不 再 是 确定 形式 的 和 式 的 确 界 或 极限 , 而 是 
通常 积分 的 极限 . 

十 co b 十 co 、 
你 们 了 解 符号 | | 以 及 | 分 别 定义 为 


oo 


b b b 
lim š lim ; lim : 
b— +oco ë a——oco° Ja ne 


5 一 十 ce 


.116. 第 六 讲 积 


分 


为 更 好 地 研究 这 些 


在 儿 何 上 , 积 4 


可 用 图 28 中 阴影 部 分 的 面积 来 表示 . >4 b 增加 时 


可 以 用 由 Ox 轴 及 曲线 


要 么 无 限 增加 , 要 么 仍 为 有 界 因而 趋 近 于 某 个 极 P 


E 广 的 基本 思想 , 我 们 限 了 
是 正 的 且 不 增 的 ( 当 z >a 时 ) (图 28). 


单 的 特殊 情形 ， 设 函数 f(x) 


地 | 
ë 


该 面积 也 增加 . 4 b 一 +oo 时 它 


三 fG)dz, 


几何 解释 . 尽管 相应 的 图 形 是 无 限 延伸 的 , 但 面积 
单 的 情况 是 无 界 函 数 的 积分 一 一 尽管 它 所 解决 的 完全 是 另 
一 问题 , 但 实质 上 同 刚刚 讨论 过 的 问题 几乎 没有 区 别 . 这 一 点 可 以 十 分 简 六 


第 二 个 推广 的 最 简 


y= 二 f(z) 为 界 的 自 z=a 


k. 我 们 称 这 个 极限 为 广义 积分 


向 右 的 阴影 部 分 的 面积 来 作为 其 


来 , 只 要 注意 到 其 几何 特征 可 以 通过 把 图 28 沿 
单 地 得 到 . 例如 , 若 函 数 f(x) 在 点 a 的 附近 变 为 无 限 , 则 


b 

可 以 定义 为 通常 的 积分 | f(z)dz 当 = — +0 时 的 极限 (图 29). 你 们 知道 , 这 里 
ate 

申 时 , 对 于 面积 是 否 能 赋 以 确定 的 值 的 问题 . 这 个 图 形 像 第 


所 讲 的 又 是 图 形 无 限 延 


| f(a)da 


却 可 以 是 有 限 的 . 


地 看 出 


zOy 的 平分 线 作 一 个 镜面 反射 而 简 


地 


种 情形 一 样 , 上 只 是 摆 法 不 同 一 一 它 是 紧 着 摆 放 的 . 此 外 , 你 们 看 得 出 , 作为 近似 


别 . 


面积 , 这 里 取 的 是 与 第 一 种 情形 不 


同 的 另 一 种 图 形 , 但 这 一 切 当 然 都 没有 本 质 的 区 
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图 29 


在 一 般 情况 下 , 即 函数 f(z) 的 性 态 是 任意 的 ”广义 积分 的 定义 仍然 如 此 , 尽 
管 已 经 不 能 用 如 此 简单 的 几何 图 形 来 解释 了 . 当 相应 的 极限 存在 时 , 就 说 这 一 个 广 
义 积分 存在 , 或 者 说 有 意义 , 或 者 说 收敛 也 就 是 说 , 这 样 或 那样 的 广义 积分 的 收敛 
性 问 

L Q 


生 问题 始终 是 茶 个 函数 的 极限 存在 问题 . 极限 理论 的 所 有 一 般 的 命题 因此 也 对 广义 
积分 成 立 . 特别 地 , 有 柯 西 准则 . 很 显然 , 它 在 此 处 的 形式 如 下 . 如 果 函 数 f(z) 在 
区 间 [a, b] 上 对 任何 有 限 的 > a 都 可 积 , 则 广义 积分 


ü f(a)dz 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 无 论 怎 样 小 的 z > 0, 当 br 和 pa 充分 大 时 总 
b2 

| sar 
bi 

同样 有 下 述 两 个 重要 的 定理 , 正如 你 们 马上 要 了 解 的 , 它们 是 级 数理 论 相 应 命 
题 的 完全 的 类 比 . 

1) 如 果 当 a < z < +oo FJ 0 < f(z) < p(x), 同时 f(x) 和 w(z) 在 任何 有 
限 区 间 [a,b] (b > a) 上 都 可 积 , 则 从 积分 


| “aa 


@ 
< €. 


收敛 可 以 推 得 积分 " 
| f(s)dr 
收敛 
@ 当然 , 在 无 界 时 所 说 的 应 是 f(x) 在 其 一 个 点 附近 无 界 的 情形 . 


@ 为 方便 计算 , 我 们 在 这 里 及 此 后 上 只 讲 一 种 广义 积分 , 但 所 说 的 一 切 在 作 了 相应 的 改变 以 后 (你 们 当 
然 容易 自己 作出 ) 都 可 移 置 到 所 有 其 他 类 型 . 


.118. 第 六 讲 积 分 


该 定 到 


可 以 称 为 “积分 的 比较 法 则 ”, H 


与 “级 数 的 比较 法 则 ” 


= A. 25 


似 (参见 


ER 
第 四 讲 “4.3 正 项 级 数 ” 一 节 ). 同样 , 该 定理 的 证 明 读 者 可 以 毫 不 困难 地 以 那里 痔 
述 的 思想 为 基础 独立 地 进行 . 
2) 从 积分 
GQ 
| wa (1) 
的 收敛 性 可 推 得 积分 s. 
| f(z)dz (12) 
的 收敛 性 . 
该 定理 很 显然 与 第 四 讲 “4.4 绝对 收敛 和 条 件 收敛 ”一 节 中 相应 的 定理 完全 类 
似 , 且 可 以 与 它 完全 相似 地 证 明 . 并 且 如 果 积 分 (11) 收敛 , 我 们 也 说 积分 (12) 是 绝 
对 收敛 的 . 
借助 这 些 定理 容易 建立 更 多 的 时 常 遇 到 的 积分 的 收敛 性 . 例如 , 从 积 
to dz 
2 
的 收敛 性 (直接 观察 ), 由 定理 1) 可 推 得 积分 
+ ln T 
的 收敛 性 , 从 而 由 定理 2) 可 推 得 积分 
+°° sin z 
| P: dz 


的 收敛 性 ( 且 同 时 又 是 绝对 收敛 的 ). 如 果 在 定理 


1) 中 选取 不 同 的 J 


知道 其 积 4 

收敛 性 准则 
的 准则 . 毫 无 疑问 , 这 些 准 
研究 两 个 不 广为人知 的 更 为 精细 的 准则 ， 
[顺便 说 一 下 , 由 此 看 出 这 些 准 则 不 可 能 从 定性 


e(z), 则 它 可 以 给 出 
2) 则 可 以 对 带 生 


收敛 ) 作为 函数 
, 而 借助 于 定理 


=e 
L 忌 、 


当 z — co 时 是 有 界 的 . 此 时 积分 


导出 ]. 


[ra 


收敛. 


的 函数 ( 预 多 


In 


一 系列 正 的 被 积 函数 积分 的 直接 的 
符号 的 被 积 函 数 的 收敛 性 建立 相应 
则 中 有 一 些 你 们 已 经 熟悉 , 我 们 将 不 去 谈论 它们 . 我 们 
因为 其 中 讲 到 的 积分 可 能 不 是 绝对 收敛 的 
Ë 1) 中 
准则 I 设 函 数 p(z) 单调 且 Jim e(z) = 0, 函数 f(z) 使 得 | f(u)du 


un 
= 


| 
a 
= 
Dal 

< 
=* 
k 
ja 
OO 
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实际 上 , 由 第 二 中 值 定 理 , 当 a < bi < bə < +oo 时 , 区间 (b1,b2) 有 内 点 8, 使 


b> 
| e(z)f(a)dz 
; B D2 
= abba 9)| /oaz+els-9)| ide 
bi 8 
= ¿(bi + 0)[F(A) — FC) + e(bs —0)|F(52) — E(B). (A) 


因为 当 bi 一 00,0b2 — oo 时 , 由 定理 的 条 件 , yp(b1 + 0) 和 yp(b2 — 0) 趋 近 于 零 , 同时 

我 们 所 遇 到 的 函数 F(z) 的 所 有 的 值 都 有 界 , 所 以 上 式 的 右边 趋 近 于 零 , 从 而 左边 

此 时 也 趋 近 于 零 , 由 柯 西 准则 , 积分 (13) 的 收敛 性 得 证 . 
BJ ”积分 


OQ 0 
| Sm (14) 


ji z 


收敛 , 这 可 直接 从 准则 工 推 得 , 只 要 令 olz) = z 1, f(x) = sinz,F(z) = cos1 — cosz 
即 可 . 但 可 以 很 容易 地 证 明 积 分 (14) 不 是 绝对 收敛 . 

准则 II 如 果 函 数 p(x) 单调 且 有 界 , 则 从 积分 (12) 的 收敛 性 可 得 积分 (13) 
的 收敛 性 . 

为 证 明 再 应 用 第 二 中 值 定理 : 在 (A) 中 的 第 一 个 等 式 中 , 当 br 一 00,b2 — co 
时 , 量 yp(bi 十 0) 及 eo(o — 0) 都 有 界 , 同时 由 柯 西 准 则 及 积分 (12) 收敛 性 的 假设 ， 
两 个 积分 都 趋 近 于 零 . 这 就 表明 此 时 左边 趋 近 于 零 , 由 此 又 据 柯 西 准则 我 们 判定 积 
分 (13) 收敛 . 


BJ 设 f(z) = SZ 日 on = arctanz. 我 们 从 积分 (14) 已 证 明 的 收敛 性 得 
出 , 积分 
三 sinzarctanz i. 
1 h 
也 收敛 


6.8 ”二 重 积 分 


作为 积分 学 基础 的 特定 的 求 和 过 程 , 也 可 以 成 功 地 应 用 于 多 个 变量 的 函数 . 在 
量 应 用 领域 , 特别 是 力学 和 物理 学 中 , 这 种 多 维 的 积分 , 或 者 如 通 各 所 称 的 “ 重 
积分 , 起 着 相当 大 的 作用 . 这 种 积分 的 理论 相 较 于 通常 的 积分 理论 , 原则 上 没有 新 
东西 , 但 从 形式 方面 讲 却 是 很 繁 见 的 . 

今后 我 们 限于 二 维 的 情形 , 并 简要 地 说 明 本 讲 开 始 所 并 述 的 思想 怎样 在 几乎 毫 
无 改变 的 形式 下 , 用 于 重 积分 的 定义 , 然后 证 明 其 一 系列 的 性 质 . 


.120. 第 六 讲 积 分 


现在 我 们 设 有 定义 在 坐标 平面 Oxy 


数 z= f(z,y). É M Jl m 是 函数 f(z,y) 在 区 域 D 上 相应 的 上 
面积 我 们 仍 用 字母 D 来 表示 . 与 我 们 在 一 维 的 情形 所 做 的 相 类 似 , 这 里 
研究 将 区 域 D 分 成 部 分 的 各 种 分 划 T. 当然 , 这 里 的 情景 要 


域 了 万 的 


维 情形 下 , 不 仅 基本 的 区 域 是 区 间 , 而 且 


上 的 某 个 有 界 闭 


区 域 ” 上 的 有 界 二 元 
上 界 和 下 确 界 ， 


将 它 分 割 而 成 的 小 区 域 也 都 是 


们 现在 要 研究 的 情形 , 不 但 


区 域 D, 还 有 分 割 成 的 那些 小 


区 域 Ar, A2,:… 


比 以 往复 杂 得 多 . 在 


地 


| = Pq 8 


区 间 ， 而 我 
ls 可 能 


形状 完全 不 同 . 对 于 一 个 理论 , 对 所 有 这 些 区 域 的 形状 尽 可 能 不 加 任何 限制 , 是 有 


[1 Ei 


益 的 . 当然 , 重要 的 
A, 和 A, 的 公 
T 提出 任何 特殊 

像 一 给 
上 确 界 和 下 确 界 . 我 们 设 


i 
-| 
` H 


的 要 求 . 


只 是 每 一 个 这 类 区 域 都 有 确 


分 ( 即 相 互 的 边界 ) 的 面积 等 于 零 . 除 此 之 外 , 我 们 将 不 对 分 划 


E 情 形 一 样 , 我 们 设 Mi 和 mx 相应 地 表示 函数 f(z,y) 在 


定 的 面积 , 且 任 何 两 个 不 同 的 


区 域 


区 域 A 上 的 


Sr= X M.A, sr = >》 mkAk, 


k=1 


中 A, 当然 表示 同 


N 
人 


符号 所 代表 的 区 域 的 二 


k= 
| 积 


Ys 显然 有 


mD < sr < Sr < M D. 


因此 所 有 Sr 的 集合 下 有 界 , 而 所 有 sr 的 
界 以 及 所 有 的 和 sr 的 集合 的 上 确 
区 域 D 上 的 上 积分 和 下 积分 . 


和 57 的 集合 的 下 确 
分 别称 为 函数 f(z,y) 在 


合 上 有 


界 . 


工 和 工分 别 表 示 所 有 的 


设 
界 . 


日 其 积分 等 于 


MK I = L 则 称 函 数 f(x,y) 在 区 域 D 上 可 积 


I! Pa 


这 种 “二 重 ” 积 分 的 全 部 理 


形 下 有 过 的 那样 . 我 们 现在 只 简单 地 研究 它们 , 只 证 明 它们 与 我 们 前 面 


所 不 同 的 地 方 . 
因为 缺少 更 为 方便 的 术语 , 我 们 约定 , 称 基本 


A 为 网 眼 , 称 属于 某 个 网 眼 的 所 有 可 能 
的 直径 . 对 每 一 个 分 划 T. 我 们 将 以 dr 来 表示 网 


我 们 在 这 里 将 这 两 个 数 


论 的 基础 是 一 系列 命题 , 完全 类 似 于 我 们 在 一 维 情 


己 有 情况 有 


区 域 D 分 成 的 那些 部 分 A 


的 一 对 点 之 间 的 距离 的 上 确 界 为 已 知 网 眼 


HK Ai, A2,… 


,An 的 直径 中 最 大 


的 一 个 . 很 显然 , 这 个 量 在 这 里 应 起 到 如 同 量 jz 在 一 维 情形 下 所 起 的 那 种 作用 . 最 


的 加 细 . 


@ 闭 区 域 即 包括 区 域 的 边界 点 在 


为 的 区 域 . [有 界 闭 区 域 | 


样 ,是 一 致 连续 的 , 能 取 最 大 


后 , 如 果 分 划 T 的 每 个 网 眼 都 整个 属于 分 划 T 的 某 一 个 网 眼 , 则 分 划 T' 是 分 划 


的 连续 函数 和 闭 区 间 上 的 一 元 连续 函数 一 
小 ) 值 . 至 于 中 间 值 定理 是 否 成 立 , 与 函数 的 定义 域 是 否 连通 有 关 . 
由 于 本 书 完全 未 提 连 通 性 , 这 里 就 不 谈 了 .一 一 译 者 注 


Ao, : 


+ 


| 
a 
= 
> 
>x 
=* 
n 
[Nw 
一 


6.8 二 重 


现在 我 们 来 建立 四 个 辅助 命题 , 它们 与 一 维 情形 下 有 过 的 四 个 引 理 完全 吻合 . 
引 理 工 如 果 分 划 T' 是 分 划 工 的 加 细 , 则 有 
Sri < Sr, sr 2 sr. 
证 明 可 以 逐 字 逐 句 地 从 一 维 情形 搬 过 来 . 
SIII ”对 任何 两 个 分 划 了 £ T>, 


ST, 2 sm,. 

我 们 可 以 把 一 维 情形 所 给 的 证 明 完全 重复 一 遍 . 要 说 明 的 只 是 如 何 作出 另 一 个 
分 划 T. 使 之 成 为 两 个 已 知 分 划 五 和 T> 中 每 一 个 的 加 细 . 我 们 简单 地 就 把 那些 既 
属于 分 划 五 的 一 个 网 眼 , 同时 又 属于 分 划 T, 的 一 个 网 眼 的 所 有 点 的 全 体 作为 分 
划 Tp 的 一 个 网 眼 .把 T, T, 的 所 有 这 一 切 网 眼 两 两 组 合 之 后 , 我 们 就 得 到 了 分 划 
T 的 全 部 网 眼 .依照 加 细 的 定义 , 很 显然 分 划 同时 既是 分 划 五 的 加 细 , 又 是 分 
划 T> 的 加 细 ， 

引 理 III 了 > 工 

此 命题 如 同一 维 的 情形 一 样 , 是 引 理 I 的 直接 推论 . 

引 理 TV ”对 于 无 论 怎样 小 的 。> 0, 都 存在 一 个 数 5 > 0, 使 得 对 任何 满足 
dr < ó 的 分 划 T, 


Sr < I+=, sr > Í — €. 


为 简单 起 见 , 我 们 就 说 , 当 dr 一 0 时 和 Sr 趋 近 于 其 下 确 界 , 而 和 sr 则 趋 近 
于 其 上 确 界 . 
该 命题 的 证 明 原则 上 也 同 我 们 对 一 维 情形 的 证 明 没有 差别 , 但 由 于 这 里 网 眼 的 
构造 更 为 复杂 . 为 了 保证 形式 上 的 完美 , 我 们 详细 地 讲 一 下 . 
首先 , 因为 了 是 作为 所 有 的 和 Sr 的 下 确 界 而 定义 的 , 则 必 存 在 一 个 分 划 T, 
使 得 Sr < 了 十 > 设 A, 是 该 分 划 T 的 任意 一 个 网 眼 . 平面 上 距 此 网 眼 的 边界 不 
超过 5 的 所 有 点 的 全 体 , 很 显然 构成 了 围绕 该 边界 的 一 个 “ 环 ”( 在 图 30 中 , 该 “ 环 ， 
的 边界 用 虚线 标 出 ). 不 难 证 明 , 当 5 充分 小 时 , 该 “ 环 ” 的 面积 近似 等 于 261, 而 误 
差 对 于 5 是 高 阶 无 穷 小 量 , 其 中 1, 为 网 眼 A, 围 线 的 长 . 设 


k=1 


此 时 由 所 作 类 型 的 所 有 “ 环 ” 的 总 体 构成 的 面积 Pi 将 不 大 于 267 ( 它 可 能 更 小 ， 


@ 不 言 而 喻 , 我 们 在 这 里 已 经 上 暗含 了 对 分 划 的 网 眼 一 个 要 求 , 而 比 当 初 更 苛刻 一 点 . 这 里 , 我 们 应 假 
定 每 个 网 眼 都 是 单 连通 的 , 具有 有 限 长 的 边界 . 遗憾 的 是 , 限于 讲义 的 篇 幅 , 我 们 不 可 能 更 详细 地 
讲述 这 些 . 


为 “ 环 ” 与 “ 环 ” 之 间 可 能 相互 午 营 ). 现在 
设 了 是 满足 dr < ó 的 任意 分 划 . 这 个 分 
划 的 网 眼 可 以 分 成 两 组 : 整个 属于 Di 的 
归 入 第 一 组 , 而 其 余 的 归 入 第 二 组 . 和 S+ 
中 相应 于 这 两 组 的 部 分 , 分 别 表示 成 S48 
及 s). 我 们 分 别 来 估计 每 一 部 分 . 在 此 ， 
正如 一 维 情形 一 样 , 为 不 影响 讨论 的 一 般 
性 , 可 以 设 在 整个 区 域 D 上 有 


图 30 


f(x,y) 2 0. 


因为 在 和 SID 的 每 一 项 中 , 第 一 个 因子 不 超过 M. 而 包含 于 st) 中 的 网 眼 的 
面积 和 不 超过 区 域 D, 的 面积 (正如 我 们 看 到 的 , 不 大 于 261), 故 有 


一 


St) < 21ML6. (15) 


至 于 构成 和 sO) 中 的 网 眼 , 则 其 中 的 每 一 个 都 整个 地 属于 分 划 T, 的 某 一 个 网 眼 
A. 实际 上 , 第 二 组 中 不 满足 此 要 求 的 网 眼 A 就 必须 包含 某 一 个 网 眼 A 的 一 个 
边界 点 P, 但 作为 第 二 组 的 网 眼 , A 不 可 能 整个 属于 包围 此 边界 的 “ 环 ", 因而 还 应 
包含 位 于 此 “ 环 ” 外 的 点 Q. 但 这 样 一 来 , 点 P 和 点 Q 之 间 的 距离 就 将 大 于 5, 更 
不 用 说 网 眼 A 的 直径 了 , 这 是 不 可 能 所 

如 果 在 s) 的 每 一 项 中 以 M, 来 代替 其 第 一 个 因子 , 将 不 会 使 SO) 变 小 . 这 
里 M, 对 应 于 分 划 To 的 网 眼 Ay, 这 类 网 眼 的 一 部 分 就 构成 了 分 划 T 的 网 眼 A 
(第 二 组 ) 的 已 知 项 . 另 一 方面 , 由 于 函数 f(x,y) 非 负 , 则 以 此 方式 得 到 的 不 减 的 和 
很 显然 总 不 大 于 Sr, 这 样 一 来 


PSS < T+. 


把 这 个 不 等 式 同 不 等 式 (15) 合并 考虑 , 并 选择 数 5( 迄 今 为 止 , 5 还 是 任意 的 ), 使 之 
小 于 Ti 我 们 就 得 到 


Sr = S) + S <2MILS+IT+3 <1+=. 


用 完全 同样 的 方式 可 以 证 明 , 当 满 足 条 件 dr < ó 时 , 有 sr > I 一 ,于 是 引 理 
IV 的 证 明 完 成 . 

定理 ”如果 函数 f(x,y) 在 区 域 D 上 可 积 , 则 对 任意 的 分 划 T， 当 dr 充分 小 
时 有 


> f(&an)Ak- I < z, 
Ml 


积分 的 计算 123. 


其 中 = 是 任意 预先 给 定 的 正 数 , 而 (&j,ng) (k 二 1,2,… ,n) 是 网 眼 A, 的 任 一 点 


简单 一 点 , 我 们 就 说 , 和 X> ， fé, m]) Ak 当 dr — 0 时 趋 近 于 积分 T. 这 中 


k=1 


近 , 对 于 一 切 可 能 的 分 划 T 以 及 点 (6k. na) 的 所 有 可 能 的 选择 方式 , 是 一 致 的 . 


为 简单 计 , 我 们 通常 以 Xr 来 表示 该 和 . 很 明显 , 不 等 式 


mk < f(éx,nx) < Mi 


对 任何 分 划 以 及 任意 选择 的 点 (&4,mx) 都 成 立 , 所 以 我 们 有 


sr < Xr < Sr. 


这 就 表明 , 由 引 理 IV, 对 于 充分 小 的 dr, 有 


T- S <2>r<1+ 


€ 
2 


的 趋 


由 此 得 | 玉 — I| < z. 所 证 定理 的 逆 定 理 也 成 立 , 且 其 证 明 也 和 一 维 的 情形 完全 一 


样 . 
收敛 性 的 普遍 适用 的 必要 充分 准则 


ST — sr = Y uk Ak — Ü (dr — 0) 
k==1 


的 证 明 同 过 去 一 样 . 


1) 若 此 准则 成 立 , 则 由 不 等 式 Sr > 了 > L2 sr (对 任意 分 划 ), 对 充分 小 的 dr 


有 了 -I< Sr 一 sr <=. 由 此 据 s 的 任意 性 得 了 = 工 . 


2) 如 果 函 数 f(z,y) 可 积 , 则 由 引 理 IV, 对 充分 小 的 dr, 应 有 Sr < 了 +e,sT > 
I —e. 由 此 得 Sr — sr < 2é. 这 就 表明 ， `i dr — 0 时 Sr 一 57 — 0. 


最 后 , 连续 函数 的 可 积 性 可 以 用 与 一 维 情形 完全 一 样 的 讨论 来 


边界 的 区 域 上 ). 
69 二 重 积 分 的 计算 


E 明 .在 这 里 ， 
该 证 明 的 基础 仍然 是 : 连续 函数 始终 具有 一 致 连续 性 (在 有 界 闭 区 域 上 , 即 包 含 其 


我 们 在 前 面 讲 通常 的 积分 ( 即 非 广 义 积 分 ) 时 已 经 讲 到 过 , 作为 积分 定义 基础 


的 求 和 过 程 ， 如 果 我 们 试图 以 它 为 工具 来 实际 进行 积分 计算 , 几乎 不 会 给 


我 们 当然 更 不 能 期 望 二 重 积 分 的 计算 可 以 仅 借 求 和 过 程 就 可 以 方便 地 进行 . 
在 通常 的 积分 中 , 我 们 看 到 了 , 积分 的 强 有 力 的 一 般 计算 方法 只 有 利用 积 


上 什么 . 


分 学 


与 微分 学 的 关系 才 得 以 产生 . 对 于 二 重 (以 及 一 般 的 多 维 情形 ) 积分 而 言 , 也 可 以 
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发 现 这 种 关系 . 但 二 重 积 分 的 最 一 般 和 最 有 效 的 计算 方法 是 将 此 问题 化 为 两 个 逐次 


进行 的 一 维 积分 , 而 这 是 我 们 熟知 的 . 我 们 现在 简单 地 研究 一 下 怎样 去 做 . 

设 连续 函数 f(x,y) 定义 在 区 域 D 上 , 其 中 区 域 D 满足 : 任何 与 坐标 轴 平 行 
的 直线 与 D 的 边界 最 多 相交 于 两 点 (图 31). 为 建立 函数 f(x,y) 的 积分 了 所 做 
的 区 域 分 划 T, 可 以 具有 任何 形状 的 网 眼 , 只 要 其 直径 可 以 任意 小 就 行 . 我 们 现在 
以 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 进行 分 划 , 因而 网 眼 将 是 长 方形 (分 布 在 区 域 D 的 边 
界 附 近 的 网 腿 除 外 )， 我 们 目 左 至 右 以 和 ,6 … 来 表示 平行 于 Oy 轴 的 直线 的 横 
坐标 , 以 mp ( 自 下 而 上 ) 来 表示 平行 于 Oz 轴 的 直线 的 纵 坐 标 , 而 以 a 和 5 
分 别 表示 区 域 D 上 的 点 的 横 举 标的 下 确 界 和 上 确 界 , 以 y = pi(x) 和 y = pa(7z) 
来 分 别 表 示 区 域 D 的 下 边界 和 上 边界 的 方程 ,以 Ai; 来 表示 由 直线 z = 6, 1, 
Z= &, = nj-u,1 = Tn; 为 界 的 网 眼 . 最 后 令 各 一 和-1 = hà, Mm — m1 = k;, 因而 有 
A;; = hik; 这 里 我 们 设 网 眼 4Aj 是 长 方形 , 即 不 在 区 域 D 的 边界 上 . 

如 果 所 有 的 h. k; 都 充分 小 , 则 dr 可 以 任意 小 , 且 积 分 工 与 和 

S= >》 f(é,m)Asi (16) 
+j 

的 差 可 以 任意 小 . 我 们 先 不 管 那些 位 于 区 域 D 的 边界 附近 的 非 长 方形 的 网 眼 ， 以 


6 来 表示 数 hi,k; 中 最 大 的 . 
面 或 下 面 含有 非 长 方形 的 网 眼 . El 
的 例子 . 这 种 网 眼 (图 32 中 它们 共有 
形 内 , 该 长 方形 底 边 长 hi, 而 高 很 显 


然 不 


oz(z) 的 一 致 连续 性 , 任何 o, 以 及 


以 直线 z = 和 -1 # 
32 中 图 示 了 


ll z = & 为 界 的 条 形 中 可 能 在 上 
以 这 种 带 形 的 上 边界 为 界 的 网 眼 


H ó 充分 小 , 则 
任何 wi + 26 都 可 以 小 了 


个 ) 我 们 用 和 斜 线 标 出 , 完全 位 于 某 一 个 长 方 
超过 wi 十 26, 其 中 wi 为 函数 po(z) 在 
间 [vc 上 的 振幅 (该 长 方形 在 图 32 中 也 画 出 来 了 ). 1 


区 


六 任意 小 的 正 数 z, 因此 


的 计算 . 125 . 


二 重 积分 


图 32 上 所 


的 面积 之 和 将 小 于 eh;， 从 而 整 
网 眼 之 面积 和 小 于 
很 显然 ,对 该 边界 的 


的 边界 的 上 边 带 形 中 的 
eX hi, = elb — a). 


下 边 带 形 中 的 全 部 网 眼 


绘 出 的 这 类 非 长 方形 的 网 眼 


也 能 得 到 这 个 估计 . 


个 区 域 D 


因此 所 有 的 “不 全 ”的 网 


眼 的 总 面 


积 不 超过 


É > 
5 


Z 


2e(b — a), 从 而 十 


E 和 (16) 中 相应 这 些 网 眼 的 


那些 项 之 和 , 其 绝对 值 
(其 中 M 为 函数 | f(z,u)| 在 
可 以 任意 小 . 所 以 今后 只 
是 对 任意 


不 会 超过 2M(b — a) 
区 域 D 上 的 上 确 界 ). 


图 32 


因此 这 部 分 项 的 和 当 5 充分 小 时 
4 对 长 方形 网 眼 来 作 和 (16), 并 把 这 样 得 出 的 和 记 作 Š. 于 
分 划 , 当 dr 充分 小 时 , 我 们 仍然 有 |T 一 Š| < g; 现在 就 有 


g = (mishki = 5 h 5 (6 m), 
i,j i; j 


如 果 固 定 一 组 看 
>+ &;,m;)k; 将 以 积分 


(积分 时 把 x 当 作 常量 ， 


有 定 的 值 6 


因而 把 f(z,y) 作为 音 


H k; 这 样 小 , 使 得 对 任何 i 都 有 


> €i, 77) )k; 一 


由 此 得 


= 加 2 


By F (s m)k; = P(E 
了 


Dh Df n) — FER 
hil < eY hi 一 <s(0 — a); 


p2(€i) 
| Jue pan 
@1(8;) 


J(z,u)dy 


@1i(z) 


£ 
变量 


F(6)| < 


< gh, 


y 的 函数 来 积分 ). 


,并 无 限 减 小 所 有 差 k; = n; 一 m1, 则 内 层 的 和 


其 极 限 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 此 积分 写成 FF(&i), 即 一 般 地 令 


F(z) = | 


我 们 可 以 
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最 后 , 对 充分 小 的 hz, 和 >》, F(&i)hi 很 显然 可 以 任意 趋 近 于 极限 


| rou 


这 样 一 来 , 我 们 看 到 , 对 于 适当 选取 的 区 域 D 的 分 划 , 所 有 这 三 个 差 : I— 6, 6 — 


b b 
Y ` F(€)h, DR SY F(6)hi -| F(z)dz 都 是 任意 小 , 从 而 其 和 7 | F(z)dz 也 是 


b 
任意 小 . 但 一 | F(a)dz 是 不 依赖 于 任何 分 划 的 , 因而 它 应 当 等 于 零 . 这 就 是 说 ， 
我 们 得 到 


| [sewaray = | a f(z,Wdy. 
D 


Pp1(7) 


这 样 , 计算 二 重 积 分 确实 化 成 了 两 个 逐次 进行 的 通常 的 积分 . 内 层 的 积分 当然 与 x 
有 关 , 但 已 经 是 与 y 无 关 了 ， 当然 , 不 用 我 们 所 选 的 积分 顺序 , 也 可 以 取 相反 的 顺 
序 . 这 个 附注 有 时 具有 实质 性 的 实际 意义 , 因为 可 能 发 生 这 样 的 事情 : 交换 一 下 积 
分 次 序 , 我 们 可 以 得 到 相当 容易 积分 的 函数 . 


6.10 “积分 的 一 般 思想 


本 讲 就 要 结束 了 . 在 结束 之 前 , 我 们 还 想 从 更 一 般 的 观点 来 看 一 下 任何 一 种 积 
分 过 程 的 基础 , 而 不 管 是 通常 的 积分 或 者 多 维 的 积分 , 甚至 更 为 一 般 的 以 及 抽象 的 
积分 . 

我 们 首先 涉及 某 个 空间 的 确定 的 区 域 D. 这 里 的 术语 “空间 ”应 当 在 非常 广泛 
的 意义 下 去 理解 , 它 可 能 是 直线 、 平 面 以 及 通常 的 三 维 空间 , 甚至 任何 多 维 空间 以 
及 完全 另外 的 空间 . 我 们 不 打算 在 这 里 给 出 这 个 术语 的 一 般 定 义 . 对 们 的 目的 而 言 ， 
要 的 只 是 : 首先 , 空间 的 任意 两 点 之 间 是 以 确定 的 距离 分 开 的 ; 其 次 , 我 们 所 研 
究 的 区 域 D 及 其 部 分 (JIR) 具有 确定 的 延伸 度 , 这 个 延伸 度 视 空间 的 性 质 可 以 是 
通常 的 长 度 、 面 积 、 体 积 等 . 为 通用 起 见 , 我 们 简单 地 称 之 为 我 们 空间 相应 部 分 的 
“测度 ”. 

现在 设想 : 在 区 域 D 上 分 布 有 茶 种 物质 ， 希望 这 个 字眼 不 致 吓 到 你 们 一 一 
我 们 不 打算 定义 “物质 ”这 个 词 所 表明 的 概念 . 对 我 们 而 言 , 物质 就 是 某 种 东西 , 某 
种 在 区 域 D 的 任何 一 个 部 分 上 都 有 确定 的 一 份 的 东西 . 它 可 以 是 质量 、 电 荷 、 热 
量 一 一 任何 能 以 各 自 不 同 的 方式 分 布 于 已 知 区 域 D 上 的 量 . 例如 , 它 可 以 是 在 某 
个 已 知 的 时 间 段 内 降落 到 某 个 平面 区 域 D 上 的 降雨 量 . 毫 无 疑问 , 对 于 建立 我 们 
的 数学 对 象 而 言 , 该 物质 的 性 质 无 关 紧 要 . 对 我 们 重要 的 仅 是 , 所 研究 的 区 域 D 的 
每 一 部 分 A 上 该 物质 有 一 个 确定 的 量 F(A)， 当 区 域 D 被 分 划 T 分 成 若干 部 分 


6.10 


积分 的 一 


A), Ao, J 23 
加 而 成 的 : 


An( 网 眼 ) 


程 来 定义 密度 . 若 A 


O Š de 
(测度 ) 上 的 平均 数量 . 现在 设 已 是 区 域 D 
围 该 点 (在 我 们 的 空 


很 小 的 区 域 A 来 包 


在 我 们 所 讲 的 形式 格式 的 人 
“密度 ”概念 都 起 着 本 质 的 作 月 


时 , 物质 的 总 


F(D)= P(A,) + F(A>) + 


E 何 现实 的 解释 中 , 区 域 D 中 一 定点 已 处 的 物质 的 
JE, 我 们 马上 就 


是 


为 任意 两 点 之 间 的 距离 已 有 了 定义 ), 则 物质 在 
的 稠密 程度 . 如 果 这 个 平 
收缩 于 点 P 时 (d( A) 一 0) 趋 近 于 胡 


该 物质 在 点 P 附近 


昌 . 从 数学 方面 i 
区 域 D 的 任意 一 个 部 分 , 具有 确定 的 测度 mA, 则 自 
区 域 A 


Es 


aE: F 


.. + F(A,). 


在 每 一 个 网 眼 上 的 物质 的 量 相 


要 看 到 , 可 以 由 微分 过 


然 称 


每 个 单位 延伸 


间 中 ， h 


x 


确定 的 , 因 


质 在 点 P 处 的 密度 . 所 有 物理 上 


我 们 看 到 , 物质 的 密度 f(P) 是 我 们 2 


域 的 函数 . 可 以 说 ， 


Pi 


数 F(A) 


均 密 度 ， 
上 定 的 极限 f(P) 
的 物质 一 一 质量 、! 


刻画 


定义 其 为 对 某 个 现象 

但 现 
并 要 求 确定 出 包含 于 
积分 问题 : 从 所 
区 域 D 上 连续 ( 候 
们 的 问 
中 选取 人 
里 A 始终 包围 


点 Pk, 


N 


在 若 相 反 地 假定 , 在 


该 
究 对 象 的 局 部 刻画 
区 域 是 有 界 的 和 闭 的 , f(P) 也 就 是 一 致 连续 
,An 有 


定 此 
题 , 此 时 将 区 域 D 分 成 直径 很 小 的 网 眼 Ai, Ao... 


i 加 F(A 
意 的 点 p. (Ps) g FU) 
mA 


因此 , 如 果 


em- 


) 


的 极限 ， 
网 眼 A, 很 小 , 则 
F(A,) 
mAx 


< 是 任何 预先 给 定 的 正 数 . 1 


此 得 


区 域 


| 


Z 


页 就 是 最 一 般 形 式 下 


的 ). 为 解决 


F(Ax) — gm A, < f(P.)m Ak < F(Ak) F gm Ak, 


将 这 些 不 等 式 对 大 求 和 , 我 们 得 到 


F(D)— emD < > f(P.)mAk, < F(D) + emD, 


k=1 


比 
度 


E 该 微小 区 域 A 上 的 平均 密度 刻画 了 
象 我 们 假设 的 那样 , 当 区 域 A 
, 则 我 们 称 该 极限 /PP) 为 该 物 
B An S BJ 36 FEE 8 ze: A PF z S BS. 

空间 的 点 的 函数 , 而 物质 的 总 量 F(A) 则 是 区 
了 该 物质 在 区 域 p 上 整体 的 ( 即 关 于 区 
分 布 , 而 函数 f(P) 则 刻画 了 局 部 的 ( 即 关 于 点 的 ) 分 布 . 如 果 给 定 函 数 严 (A), J 
以 由 它 通 过 微分 过 程 而 得 到 函数 f(P). 微分 过 程 的 实质 , 从 原则 上 说 , 最 好 
整体 的 刻画 转 为 局 部 的 刻画 . 
区 域 D 的 每 一 点 P 都 给 
区 域 上 的 物质 的 总 量 F( D). 这 个 问题 
转向 其 整体 刻画 . 为 伴音 起 见闻 设 函 数 f(P) 在 


的 ) 


可 
接 


da ), 


的 


我 


E 每 一 个 网 眼 Ax 
即 令 A 直径 无 限 减 小 时 的 极限 . 这 
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由 此 当 网 眼 直 径 无 限 减 小 时 取 极 限 即 得 


lim 》 f/(P,)mA, = F(D). 
k=1 

这 样 , 我 们 看 到 , 对 已 知 函数 f(P) (分 布 密度 ), 量 F(D) (物质 的 总 量 ) 实际 上 
是 借助 于 我 们 已 经 熟悉 的 积分 过 程 来 定义 的 : 细 分 区 域 D 成 为 网 眼 Aj, 选取 点 
用, 对 所 有 的 网 眼 构造 形 如 /PP)mAx 的 乘积 并 求 和 , 最 后 求 此 和 当 网 眼 的 直径 趋 
于 零 时 的 极限 . 

这 样 ,从 我 们 的 非常 一 般 的 观点 来 看 , 积分 过 程 对 于 无 论 什么 样 的 空间 , 都 是 
知道 物质 在 所 考虑 的 基本 区 域 D 之 每 一 点 的 密度 以 后 , 再 确定 分 布 于 这 个 区 域 上 
的 物质 总 量 的 方法 . 任何 这 种 方法 都 与 某 个 (解决 着 问题 的 ) 微分 过 程 不 可 避免 地 
有 关联 . 微分 过 程 的 目的 , 就 是 已 知 物质 在 每 个 区 域 上 的 分 布 数量 时 求 物质 分 布 的 
局 部 密度 . 完全 可 以 充分 准确 地 列举 出 所 有 基本 的 前 提 , 并 在 此 一 般 的 抽象 基础 上 
建立 积分 理论 . 这 时 通常 的 积分 、 二 重 积分 以 及 其 他 专门 的 积分 都 成 为 这 种 一 般 理 
论 的 特殊 情形 , 其 最 重要 的 性 质 就 一 劳 永 逸 地 由 这 个 一 般 理 论 所 确定 , 而 不 需要 再 
对 每 一 个 个 别 的 情形 去 证 明了 . 


第 七 讲 ”函数 的 级 数 展开 


7.1 ”级 数 作为 研究 函数 的 工具 


当 我 们 给 出 正弦 和 余弦 最 初 的 几何 定义 时 , 这 些 函 数 的 一 系列 最 重要 的 性 质 都 
是 从 其 定义 中 直接 推出 的 . 后 来 对 这 些 函数 引入 了 通用 的 记号 sin z 和 cos z, 但 这 
些 “ 解 析 表 达 式 ”当然 对 了 解 它 们 所 表达 的 函数 不 会 增添 任何 新 东西 , 完全 类 似 于 
以 f(z) 来 表示 狄 利克 雷 函 数 时 , 我 们 对 该 函数 的 性 质 并 不 多 了 解 任何 新 东西 一 样 . 
但 当 我 们 稍 晚 些 时 找到 了 三 角 函 数 的 新 的 解析 表达 式 , 即 把 它们 表示 成 容 级 数 


z2n—_1 
Win (2n—1)! 
Jumat, ` 
po n 2m 
COS Z = Y (1) 27) 
n=0 


的 形式 时 , 则 借助 于 这 些 表 达 式 我 们 就 可 以 很 容易 地 建立 起 这 些 函数 的 一 系列 性 
质 , 这 些 性 质 从 这 些 函数 最 初 的 定义 中 是 完全 不 能 得 出 的 , 或 者 只 有 通过 很 复杂 的 
途径 才能 得 到 这 种 展开 首先 使 得 我 们 能 够 以 原则 上 最 简单 的 方法 对 自 变 量 的 任 
意 值 来 计算 三 角 函 数 的 值 . 
在 第 三 讲 中 , 我 们 讲 到 对 于 解析 表达 式 的 过 分 迷信 所 隐 含 的 危险 性 . 实际 上 ， 
在 应 用 科学 的 代表 者 中 间 会 时 常 遇 到 这 种 现象 的 有 害 后 果 , 对 此 已 在 适当 的 时 候 谈 
过 . 但 不 能 排除 在 现代 数学 家 中 有 时 也 会 遇 到 另 一 个 极端 , 其 带 来 的 危害 可 能 也 不 
小 , 即 从 根本 上 萄 视 解析 表达 式 ， 从 而 实际 上 反 过 来 导致 对 函数 毫 无 办 法 、 束 手 无 


Parasa 


W. 


> 


于 解析 表达 式 , 如 果 我 们 一 开始 就 以 主人 的 身份 对 待 它 , 而 不 是 做 它 顺从 的 
毫 无 头脑 的 附庸 , 只 把 它 看 作 服从 于 我 们 的 目的 和 意图 的 研究 函数 的 工具 , 则 它 在 
这 类 研究 中 可 以 起 到 巨大 的 决定 性 的 作用 , 并 且 能 带 来 很 多 的 好 处 .此 处 , 应 当 认 
为 下 面 的 情况 是 正常 而 自然 的 : 当 一 个 数学 家 需要 研究 一 个 确定 的 函数 时 , 首先 就 
要 寻找 这 函数 的 方便 的 解析 表达 式 ; 而 表示 一 个 函数 的 这 种 解析 工具 的 细节 , 在 许 
多 数 情 况 下 都 能 给 出 最 合理 的 方法 来 找 出 我 们 所 需 的 该 函数 的 性 质 . 

从 作为 研究 函数 的 工具 这 个 意义 上 讲 , 在 各 种 有 力 的 解析 工具 中 , 从 简单 、 灵 
活 、 明 确 以 及 使 用 的 方便 而 言 , == 56 |, 第 一 位 的 应 是 函数 级 数 . 这 个 最 重要 的 
解析 工具 的 思想 很 简单 : 我 们 想 要 研究 的 函数 可 以 表示 为 其 他 更 为 简单 的 、 容易 研 
究 的 函数 的 序列 (即将 此 函数 表示 为 级 数 的 部 分 和 序列 ) 的 极限 . 如 果 这 个 部 分 和 
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在 所 


究 的 整个 区 间 - 
分 和 的 性 质 来 估计 所 研究 函数 
自 变量 的 茶 个 值 近似 计算 这 些 前 


上 完全 趋 近 对 
的 一 些 性 质 , 尽管 只 是 近似 地 看 
分 和 的 值 , 我 们 同时 也 就 有 办 法 近似 计算 所 研究 也 


| 


数 的 相应 的 值 . 
下 什么 样 的 函数 作为 我 们 的 展开 式 的 元 素 最 方便 、 


F 所 研究 的 函数 , 则 我 们 就 有 理由 从 这 个 近似 的 部 
究 . 特别 地 , 通过 对 


最 适合 呢 ?7 即 选 什么 函数 


作为 表示 所 研究 函数 级 数 的 项 , 最 便于 帮助 我 们 研究 函数 ? 对 此 问题 , 我 们 当然 不 


我 们 对 函数 所 提出 问题 
荐 , 它们 会 起 这 种 作用 , 因为 每 一 步 都 可 以 应 用 它们 , 这 样 就 自 
提出 的 是 晖 级 数 (其 中 展开 式 的 元 素 是 
z" 或 (z — a)", 首先 是 非 负 整数 次 容 ) 和 三 角 级 数 ( 其 元 素 形式 为 sin kz,cos kz, 其 
中 天 = 0,1,2,…). 但 在 很 多 情况 下 , 作为 展 ] 


的 一 般 理论 . 这 里 首先 


型 
= 


的 性 质 . 只 


指望 有 唯一 的 适用 于 所 有 情形 的 答案 . 这 几乎 完全 取决 于 所 研究 函数 的 性 质 以 及 


B, 有 几 种 最 重要 的 


函数 级 数 类 值得 推 


然 地 要 求 创立 相应 


日 变量 的 整数 次 帘 


于 式 的 元 素 更 方便 地 并 不 是 选 这 类 最 


简单 的 “万 能 的 ”函数 , 而 完全 是 另外 的 函数 , 它们 尽管 不 是 这 样 简单 , 但 按 其 性 质 


而 言 , 同 所 研究 的 函数 有 着 更 为 密切 的 联系 (例如 所 谓 边 界 问 题 中 的 “本 征 函数 ”). 


一 般 地 , 选择 展开 式 的 形式 的 基本 指导 原则 应 当 是 不 抱 任何 1 
程度 上 在 每 个 个 别 问题 上 考虑 到 这 个 问题 的 全 部 特征 . 以 下 , 我 们 只 简单 地 讲 一 下 
与 国 数 展开 为 震级 数 和 三 角 级 数 有 关 的 原则 上 最 习 


7.2 “震级 数 展 开 


我 们 知道 , 究 级 数 ” 的 收敛 域 总 是 某 个 区 间 (可 以 是 7 
区 间 以 -> 和 7 为 端点 . 函数 f(x) 应 当 具 有 什么 村 


的 展开 式 


呢 ? 我 们 知道 , 函数 f(z) 当然 应 当 在 开 区 间 (—r,r) j 


数 ”一 节 ), 但 还 远 远 不 止 于 此 . 我 们 首 9 


EE 要 的 


局 见 , 这 样 就 能 在 最 大 


f(z) = >` ax z" 
各 三 从 


t ig 


于 的 、 团 的 或 羊 开 的 ), 此 
E 质 才能 在 该 区 间 上 有 收敛 


上 连续 (参见 第 四 讲 “4.7 2 284 
E 来 证 明 当 —r < z < r 时 函数 f(z) 应 当 在 


点 2 处 有 导数 , 同时 我 们 还 要 证 明 : 该 导数 f(x) 可 以 表示 为 昭 级 数 


mz 日 
rE 


在 证 明 中 需要 始终 注意 至 


我 们 都 没有 预先 给 定 ， 


因此 这 两 人 


F 面 给 出 的 级 数 通过 逐 项 求 导 而 得 出 的 , 并 且 


(1) 


它 也 在 开 区 间 (—r,r) 上 收敛 . 


= 


@ 请 注意 第 


讲 “4.7 军 级 数 ”一 节 的 第 一 个 脚注 . 一 一 译 者 注 


小 无 论 是 f(z) 的 导数 的 存在 性 
事实 都 是 应 当 在 讨论 过 程 中 


> 


级 数 (1) 的 收敛 性 ， 


E 明 的 . 
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设 |z| < r 且 设 p 是 介 于 |z| 与 + 之 间 的 任意 的 数 . 当 |h| < p — |z| 时 我 们 有 
|z + h| < p < r, 因而 有 下 面 的 收敛 级 数 : 


f(z+h) = Y a, (z + h)", 
n=0 
由 此 得 
We Pe 55 5 
h 2 I 
= SN (h) + RN (h), 
其 中 设 
| N n 
SN(h) = 了 L h)” — 2 | 
n=0 
Ri 加 = 》 ant 一 
n=N+1 
因为 
2 |[(z + h)?” l L (z +h)? 2 4... + wr 


< pn 十 pz 十 十 lz 一 


Nn 


太一 ”2 
一 zl 2 一 lz 


MU |h| < p — |z] 时 有 
IRN(n lanlp™. 


但 p < r, 因而 上 面 不 等 式 的 右边 , 作为 收敛 级 数 > lan|p" 的 余 项 , 对 充分 大 的 N 


会 变 得 小 于 任何 任意 小 的 正 数 g. 也 就 是 说 , 如 果 N 充分 大 有 由 <po=lzl, 则 有 
[IRN(W| < es， 
因而 有 


) 
如 果 我 们 现在 固定 N 不 变 而 令 h 趋 近 于 零 , 则 和 Sy (h) 很 显然 地 将 以 和 


N 
SN = > na, mn 1 


n=1 


Ik 
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为 极限 , 因而 上 面 的 不 等 式 使 我 们 可 以 断定 , 量 J (2 + h) — fz) 的 上 极限 和 下 极限 


与 量 Sy 之 差 都 不 会 大 于 6, 所 以 它们 彼此 间 的 差 不 会 超过 2<. 由 = 的 任意 性 可 得 
出 上 下 极限 彼此 相等 , 即 


1 = 


存在 , 且 与 和 Sw 的 差 不 大 于 =, 
|'(z) — SN| < =, 

这 里 只 用 了 唯一 一 个 条 件 , 即 N 充分 大 . 但 这 就 表明 级 数 (1) 收敛 且 有 和 fr(a). 也 
就 是 说 , 我 们 已 完全 证 明了 命题 . 

这 样 一 来 , 以 肾 级 数 来 表示 的 函数 不 仅 应 该 连续 而 且 也 应 可 微 . 但 这 还 是 小 事 . 
我 们 刚刚 看 到 f(z) 是 用 收敛 于 lz| < r 的 窜 级 数 来 表示 的 ; 根据 刚刚 证 明 的 定理 ， 
在 开 区 间 (—r,r) 上 处 处 都 应 存在 二 阶 导数 六 (z)， 继 续 讨 论 下 去 , 我 们 融 得 出 结 
论 : 在 某 个 区 间 内 以 震级 数 表示 的 函数 应 当 在 该 区 间 的 每 一 个 内 点 处 都 有 任意 阶 
的 导数 . 而 且 , 每 一 个 导数 都 可 以 表示 成 同一 个 (F) 区 间 上 的 究 级 数 , 此 级 数 是 从 
已 知 的 级 数 重复 进行 相应 次 数 的 逐 项 求 导 而 得 到 的 . 因此 


n=0 n=1 
且 一 般 地 有 和 
fH (x) = >` n(n — 1): (n — k+ l)a,z"” 
n=k 
在 此 式 中 令 z = 0, 我 们 就 得 到 
fe0(0)= klay, 
由 此 得 


(k) 
a = F (k=1,2,.…). 


这 样 也 就 同时 证 明了 函数 的 梭 级 数 展开 的 唯一 性 , 且 找 出 了 该 展开 式 的 系数 通过 这 

个 函数 在 x = 0 时 的 各 阶 导 数值 表达 的 式 子 . 即 一 般 地 有 : 如 果 函 数 f(x) 能 够 展 
开 为 容 级 数 , 则 此 展开 式 的 形状 一 定 是 

SO) » 

f(z) = z 


nl! 


(2) 
n=0 

这 就 是 所 谓 的 麦克 劳 林 级 数 . 令 z = a+ h, f(a +h) = p(n), 并 且 把 它 当 作 的 函 

数 展 开 , 就 得 到 


(0) 
n=0 
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再 回 到 原来 的 记号 , 我 们 得 到 更 一 般 的 泰勒 级 数 : 


° pn) (0 
fa)= yU) — ay". (3) 


把 所 有 这 些 事实 同 我 们 在 第 五 讲 中 说 到 过 的 泰勒 公式 和 麦克 劳 林 公 式 进 行 比 
较 , 问题 会 变 得 特别 明了 . 在 那里 我 们 没有 讲 到 无 穷 级 数 , 而 是 把 


n fF(k) 
R.) = Ja) — 5 
k=0 


称 为 已 给 的 麦克 劳 林 公 式 的 余 项 , 并 研究 了 其 当 z 为 无 穷 小 时 的 性 质 . 现在 我 们 看 
到 了 , 就 是 这 个 量 的 性 质 决定 了 函数 f(z) 展开 为 窜 级 数 的 问题 . 但 在 第 五 讲 中 , 我 
们 假定 了 ”是 固定 的 而 让 x 趋 近 于 零 , 现在 则 相反 , 应 当选 定 某 一 个 z 值 并 且 固 
定 它 , 而 令 数 n 无 限 增加 . 条 件 


lim Rn(z) = 0 


+ 


很 显然 是 公式 (2) 成 立 的 充分 必要 条 件 . 通常 , 一 个 函数 是 否 可 以 展开 为 麦克 劳 林 
级 数 , 是 要 通过 对 余 项 的 研究 才能 证 明 的 , 而 余 项 又 有 多 种 形式 ,从 中 又 要 选 定 某 
一 种 . 这 些 余 项 形式 中 , 有 一 些 我 们 在 第 五 讲 中 已 经 讲 过 . 这 些 形式 中 的 哪 一 个 对 
此 目的 而 言 最 为 方便 , 当然 完全 取决 于 我 们 想 要 展开 的 函数 的 性 质 . 

正如 我 们 在 上 面 所 看 到 的 , 想 在 茶 个 给 定 区 间 上 展开 为 窘 级 数 的 函数 , 应 当 在 
该 区 间 的 每 一 个 内 点 处 具有 任何 阶 的 导数 . 反 过 来 说 , 因为 每 一 个 具备 这 些 性 质 的 
函数 在 该 区 间 的 每 一 点 a 附近 都 可 以 形式 地 写 出 泰勒 级 数 (3) 来 , 所 以 就 产生 了 一 
个 诱 人 的 想法 : 各 阶 导数 存在 这 一 条 件 对 于 将 某 一 函数 展开 为 暴 级 数 也 会 是 充分 
的 . 但 这 是 不 对 的 . 首先 , 可 能 有 这 样 的 情况 : 对 于 已 知 函数 形式 地 写 出 的 麦克 劳 
林 级 数 (2) 对 任何 z Z 0 都 是 发 散 的 . 但 更 加 有 意思 的 是 , 对 某 个 函数 所 建立 的 麦 
克 劳 林 级 数 是 收敛 的 , 但 它 却 可 能 完全 不 是 以 此 函数 为 和 , 而 是 以 另 一 个 函数 为 和 . 
这 种 情形 的 一 个 经 典 例 子 就 是 函数 


容易 算出 , 4 z = 0 时 函数 本 身 以 及 它 的 各 阶 导 数 都 变 为 零 . 因此 其 麦克 劳 林 级 数 
的 全 部 系数 都 等 于 零 , 所 以 这 级 数 的 和 对 x 的 任意 甚至 非 0 的 值 都 为 0, 而 不 是 如 
上 式 所 示 的 函数 . 
顺便 说 一 下 , 由 此 得 出 , 已 知 函 数 展开 而 成 的 暴 级 数 只 有 一 个 , 但 反 过 来 , 任何 
收敛 的 暴 级 数 就 决 不 只 是 一 个 函数 的 麦克 劳 林 级 数 , 而 是 无 穷 多 个 函数 的 麦克 劳 林 
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Fa 


展开 


级 数 . 实际 上 , 设 f(z) 


是 某 个 震级 数 的 和 , 该 级 数 正 如 我 们 看 到 的 , 是 f(x) IJ22 


劳 林 级 数 . 很 显然 , 这 时 函数 族 f(x) + aeo(z) 中 所 有 的 函数 都 以 这 个 级 数 作为 麦克 


劳 林 级 数 (其 中 a 为 人 
数 中 只 有 一 个 能 


7.3 ”多 项 式 级 数 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 


因 


函数 f(z) 都 可 以 近似 地 用 多 项 式 来 


说 : 如 果 函 数 f(z) 能 用 需 级 数 来 表示 , 其 收敛 
及 任意 的 s > 0 都 存在 一 个 多 项 式 , 它 与 f(a) Ë 
任何 一 个 紧 包 含 了 


小 于 s, 也 就 是 说 , 在 
SBS (我 们 不 能 对 


麦克 劳 林 公 式 时 就 说 到 


表示 而 精 有 


和 至 


人 


任意 的 程度 . Hi 


区 间 (—r,r) 断定 这 一 点 , 尽管 它 还 是 开 的 ， 
窜 级 数 的 收敛 性 可 能 是 不 一 致 的 ).” 回 想 一 下 , 我 们 在 第 五 讲 中 讲 至 


然而 , 如 果 任 何 能 


度 , 则 逆 命 题 至 少 并 不 显 


示 到 任意 预先 给 定 的 精 
上 能 展开 为 暴 级 数 . 这 个 说 明 有 着 重要 的 原则 性 的 意义 . 实际 - 
式 的 近似 表达 是 我 们 赖 以 研究 这 些 函 数 的 最 习 
了 解 , 震级 数 展开 只 对 较为 狭 鹤 的 函 
全 部 包含 在 这 个 函数 类 中 . 所 以 o 


则 这 种 (十 分 珍贵 
实际 上 , 事情 


度 , 很 显然 , 从 这 一 点 HH 


E 意 实数 , 而 2(z) 则 是 我 们 上 面 定义 的 函数 )， 当 然 , 这 族 函 
用 此 级 数 表示 ( 即 为 该 级 数 的 和 ). 


为 窜 级 数 的 部 分 和 序列 是 次 数 逐 步 增加 的 多 项 式 , 则 任何 能 展开 为 震级 数 的 
和 切 地 应 该 这 样 


E 径 等 于 7, 则 对 任何 正 数 p < r 以 
的 差 对 
F (—r, r) 的 区 i 


可 
以 用 多 项 式 近似 表示 是 函数 
的 ) 可 展开 性 只 有 很 狭窄 的 一 类 函数 才 具 备 . 
是 为 一 种 情况 . 一 个 函数 可 以 在 茶 个 区 间 上 用 窜 级 数 展开 虽然 
极 少 的 , 但 用 多 项 式 近 似 表示 到 任意 精确 度 的 充分 必要 条 件 却 只 是 它 在 该 区 间 


过 一 个 函数 通过 多 项 式 来 近似 表达 时 存在 这 样 的 问题 . 
够 展开 为 瑚 级 数 的 函数 都 能 用 多 项 式 近 似 到 任意 的 精 有 
然 . 如 果 在 一 个 区 间 [a, b] 上 , 函数 f(x) 可 以 用 多 项 式 
H, 还 不 能 得 知 此 函数 在 什么 点 


区 间 [一 p,p|] 上 的 所 有 的 z 都 
HJ l, 这 个 寡 级 数 都 是 一 致 收 
因为 在 开 区 间 上 一 个 

| 泰勒 公式 以 及 

外 程 


< 


F, 函数 的 多 项 式 形 

EE 要 的 工具 之 一 . 从 另 一 方面 讲 , 我 们 

数 类 可 能 , 甚至 具有 任意 阶 导数 的 函数 还 不 能 
展 为 窜 级 数 , 这 本 身 就 是 一 个 十 分 苛刻 的 要 
的 究 级 数 可 展开 性 的 必要 条 件 ， 


是 


的 


连续 性 . 也 就 是 说 , 甚至 处 处 不 可 微 的 函数 也 可 能 有 这 样 的 近似 表示 . 连续 性 的 必 


要 性 当然 是 很 明显 的 : 能 够 以 多 项 式 近 似 表 示 到 任意 精 而 
是 连续 函数 ) 的 一 致 收敛 序列 ( 即 一 致 收敛 的 级 数 的 和 ) 的 极限 , 因 


度 的 函数 是 多 项 式 (当然 
而 根据 熟知 的 


定理 (参见 第 四 讲 “4.6 函数 级 数 ” 一 节 ) 它 也 应 该 是 连续 的 . 至 于 这 个 必要 条 件 同 


时 又 是 充分 条 件 , 这 件 


@ 按 第 四 


尔 斯 特 拉 斯 定理 的 内 容 . 现 


“4.7 震级 数 ” 一 节 第 二 个 脚注 


事 是 数学 分 析 
在 我 们 


Ja. 我 
“ 紧 包 含 ” 
@ 大 家 者 


= 1 


门 在 那里 特别 推荐 使 用 


“ 紧 包 全 


一 词 . 也 请 参见 本 节 最 后 一 个 
熟悉 该 定理 的 许多 各 


不 同 的 证 


来 


@ 


的 最 深刻 、 最 重要 的 事实 之 一 , 它 就 是 著名 的 
E 明 这 个 定理 . 


的 说 法 , 就 是 在 任意 紧 包 含 于 (一 7,7) 的 区 间 上 , 都 有 这 个 性 


”的 说 法 ， 
脚注 . 一 一 译 者 


所 以 在 


本 


明 . 我 们 在 此 选 月 


以 下 凡 遇 到 这 种 情况 , 我 们 一 律 使 用 


目 一 个 从 方法 论 上 说 最 有 意义 的 证 明 . 


73 多 项 式 级 数 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 135 


魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [0.1] 上 连续 , 则 必 可 在 此 闭 区 间 
ÑA+42#|— 4 £ RAUF] — iS if f(e). 

我 们 马上 就 可 以 看 到 , 我 们 需要 从 离 题 稍 远 的 地 方 谈 起 . 

我 们 来 研究 积分 


+1 
T, = | (1 — u2)"du; 


3. 
很 显然 , 对 任何 n= 1,2,… 1, 都 是 正 数 . 我 们 将 积分 区 域 分 成 两 部 分 , 即 分 别 来 
研究 积分 


它 分 布 在 区 间 (一 -项 ,+ -项 ) 上 ( 当 ” 很 大 时 这 是 一 个 很 小 的 区 间 )， 以 及 区 间作 
下 部 分 上 的 积分 


| i (1 — u2)"du, 
n 5 <|u|<1 


L, 实质 上 是 两 个 积分 的 和 , 分 别 分 布 在 相应 的 区 间 (1 一 去 ) 只 及 (21) t 
当 nn 无 限 增加 时 , K, 的 积分 区 域 收缩 于 0 点 ; 反之 , L, 的 积分 区 域 则 扩大 且 趋 近 
于 覆盖 整个 区 间 [—1,1). 但 我 们 现在 却 可 以 证 明 , 对 很 大 的 n (Ë, K 的 值 几乎 就 是 
1, 的 值 的 全 部 , 而 积分 L, 的 值 却 仅仅 占 这 个 值 的 可 以 略 而 不 计 的 一 小 部 分 . 当然 
这 是 因为 当 n 很 大 时 被 积 函 数 (1 - u2)” 只 对 很 小 的 ul 值 才 多 少 有 显著 一 些 的 值 
而 对 相对 较 大 的 |u| 值 , 被 积 函 数 都 是 微不足道 地 小 . 该 函数 的 图 形 可 见 图 33. 


引 理 ” 当 n — oo 时 ， il, _ 
因为 这 两 个 关系 式 中 的 每 一 个 都 很 明显 地 是 另 一 个 的 推论 , 所 以 只 要 证 明 其 中 
任何 一 个 就 是 够 了 . 

在 积分 L, 中 , 很 显然 当 |u| = n-3 时 被 积 函数 达到 最 大 值 (1 - n-)". 因为 
积分 区 域 是 区 间 [-1,1] 的 一 部 分 , 所 以 有 


一 0. 


. 136. 第 七 讲 


函数 的 级 数 展 开 


从 男 一 方面 讲 , 很 显然 有 
3n- 
| (1 u2)"du > (1 — Ln)" 
—3m 3 4 
因而 有 
Di 1—n-3 
T š 
T; 1 一 Jn 
但 是 
1—n-$ Sn 3 
— =1 s... — < 1 r Ga 
1 一 An 3 一 了 0 3 
"a 和 
所 以 ， 
T <ñ ini, 
或 者 令 了 = Z, 
Ln < 8 _. 
一 < 二 ze š; 
3 3 


这 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 
我 们 对 积分 1, 所 做 的 详细 研究 , 对 于 魏 尔 


共有 什么 样 的 意义 呢 ? 在 数学 分 析 中 , 在 证 明 具 有 特别 大 的 普遍 性 的 定理 


命题 可 能 


斯 特 拉 斯 定理 这 样 一 个 如 此 一 般 的 


时 要 应 用 很 专门 的 分 析 工 具 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 远 不 是 这 种 情形 的 唯一 例子 , 而 在 
我 们 的 例子 中 , 这 个 很 专门 的 工具 就 是 积分 . 这 个 积分 的 什么 性 质 使 得 它 成 为 证 


明 魏 尔 斯 特 拉 
质 .也 就 是 说 ， 


斯 定理 的 方便 的 工具 呢 ? 正 是 在 我 们 所 证 明 的 引 理 中 表现 出 来 的 性 


E 明 , 可 以 作为 数学 分 析 的 


讨论 的 方法 论 - 


上 有 教 益 的 例子 . 


@ 大 家 都 熟悉 , 对 任何 
@ 这 里 简单 地 给 以 证 明 . 注意 到 当 
@ 请 读者 注意 , 存在 许 


率 论 、 偏 微 
分 析 的 基 而 


= 


我 们 所 叙述 的 魏 尔 


斯 特 拉 斯 定理 的 这 个 订 


2 天 0 有 1 十 z<e. 


分 方程 甚至 物理 中 应 


L 出 现 了 “广义 函 


数论 ”, 大 家 才 明白 它 
纪 40 年 代 中 期 写成 的 , 所 以 不 提 广 义 函数 是 可 以 


最 简单 的 证 明 是 求 函数 ez — 1 — z 的 最 小 值 . 
z>0 时 ez=1+z+ 和 天 十 > 
许多 多 函数 具有 类 似 L. 的 被 积 函 数 (1 一 2)” 的 性 质 . 
TEJ”. 


下 22 
5 


, 因此 ze = 


z 2 
£ <2. 


它们 在 三 入 


级 数 、 概 


到 20 世纪 40 到 50 年 代 , 为 工程 师 们 更 好 地 理解 数学 


的 实质 就 是 所 谓 6- 序列 . 而 作者 这 本 书 是 20 世 
理解 的 .一 一 译 者 注 
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现在 假设 给 定 了 一 个 在 区 间 [0,1] 上 连续 的 任意 函数 f(z), 并 把 积 4 


P,,(z) = | fw){1 — (o — z)2]"də 


作为 z 的 函数 来 研究 , P(x) 很 显然 是 2n 次 多 项 式 (因为 被 积 函数 是 这 样 的 多 项 
式 ). 用 "= z +u EBE neda, 我 们 得 到 


ee | Py 


设 0<a<86<1 且 a<g<zx<B. 此 时 


—rz < —wx <0 <1— 0 < 1 — x. 


因此 如 果 n 充分 大 , 使 得 mn-3 不 大 于 数 a 与 1 - 8 中 较 小 的 一 个 , 即 n-3 < 
minfíe,1 — 0), 则 有 


—z<—n 5 <mn 5 <1—z (a< z< DD. 


由 此 , 可 以 把 P, (z) 的 积分 写成 


总 是 
3 


1—z — 3 n 1—z 
be 5 
一 区 一 侦 —t š n 3 


但 车 以 M 来 表示 函数 | f(z)| 在 区 间 [0,1 上 的 最 大 值 , 很 显然 我 们 有 


ML, 
= —— s= 一 
1 


是 令 n — oo 时 由 上 面 证 明 的 引 理 得 到 的 . 这 里 由 于 hi z 无 关 , 故 该 式 的 


左边 当 n — oo 时 在 全 区 间 lw B| 上 关于 z 一 致 地 趋势 近 于 零 . 设 


| 三 " l: e gt i hota, 


s 


这 样 一 来 就 有 


| f(u + z)(1— u2)2du + R, (z), 
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而 且 当 n 一 co 时 在 区 间 [a, 8] 上 一 致 地 有 Ri,(z) — 0. ° 

你 们 大 概 已 经 猜想 到 , 我 们 想 找 的 近似 表达 函数 f(x) 的 多 项 式 , 正 是 P, (z). 如 
果 是 这 样 , 则 你 应 当 看 清楚 了 证 明 的 下 一 步 的 方案 : 由 于 当 n 充分 大 时 量 R, (z) 是 
一 致 的 无 穷 小 , 只 需 证 明 上 面 关 于 P, (z) 的 等 式 的 右边 的 第 一 项 在 整个 区 间 [oa, 8] 
上 趋 近 于 f(x) 即 可 . 而 这 几乎 是 很 显然 的 ， 因为 包含 于 积分 区 间 内 的 |u| 的 值 是 可 
以 忽略 的 很 小 的 量 , jul < ns. 所 以 积分 号 下 的 f(w 十 zx) 与 f(z) 之 差 无 穷 小 , 这 


样 以 f(z) 来 代 换 f(u + z), 我 们 也 就 得 出 表达 式 f(z) 了 来 代替 整个 第 一 项 , 而 由 


我 们 的 引 理 , 当 n 一 co 时 它 是 趋 近 于 f(z) BJ. 所 以 为 完成 证 明 , 只 要 形式 完全 相 
同 地 严格 进行 这 个 讨论 即 可 . 最 简单 的 是 对 此 应 用 第 一 中 值 定理 (参见 第 六 讲 “6.6 
中 值 定理 ”一 节 ), 由 此 得 


| L f(u + z)(1 — a2)%du = f(z + 0n_3)K,, 


3 


其 中 —1 < 0 < 1. 这 样 一 来 , 我 们 得 到 


I) Pala) = | fe + 001)" — R, (z) 
< f) — fz + 0-3) |+ |R,(2) 


设 s > 0 为 任意 小 , 正如 我 们 已 经 了 解 的 那样 , 对 于 充分 大 的 n 有 


RDl<5 (e <= <); 


从 另 一 方面 讲 , 因为 当 n 一 00 时 人 — 1, 而 函数 f(z) 在 整个 区 间 [0,1] 上 一 到 
连续 , 故 当 n 充分 大 时 


K, 


a | 


这 样 一 来 , 对 充分 大 的 n 有 


fo) -Plo)| <3+3=e (wa<z< 有 


换言之 , 当 一 oo 时 多 项 式 P,(z) 在 区 间 [a, 8] 上 一 致 趋 近 于 函数 f(z). 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 以 此 得 证 , 我 们 只 需 去 掉 几 个 不 太 重 要 的 限制 : 首先 , 我 们 
应 当 从 特殊 的 区 间 [0, 1] 转向 任意 的 区 间 |a, b|; 其 次 , 我 们 应 当 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 


@ 注意 , 我 们 只 在 [a, 8] 上 而 不 是 在 [0,1] 上 证 明了 这 一 点 , 即 具 在 紧 包 含 于 (0,1) 中 的 [a, 8] 上 证 
明了 这 一 点 一 一 译 者 注 
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定理 所 要 求 的 一 致 近似 不 仅 是 在 紧 包 含 于 (a, 世 ?内 的 任意 区 间 ar, y] 上 成 立 (我 
们 的 情形 正 是 这 样 , 因为 区 间 [av 8] 正 是 整个 包含 于 (0.1) 内 的 任意 区 间 ), 而 且 应 
该 也 在 整个 区 间 [a, 相 上 成 立 . 

为 达到 第 一 个 目的 , 我 们 设 


= 


z=a+(b—a)u (a< =z.< b, 
f(z7) = fla + (b — a)y = @(). 


当 z Ha PC [Hi] [a, b] 时 , y 取 遍 区 间 [0, 1], 且 若 函数 f(x) 在 区 间 [a, b) 上 连续 , 则 函 
数 p(y) 在 区 间 [0,1H 上 连续 . 令 a<a < V < b. W 


| b 一 
i =: _ “A, 0<a<b<1. 
b—a 


b—a 
由 于 我 们 刚刚 证 明了 , 对 任意 的 = > 0 都 可 以 找到 多 项 式 P. (u), 使 得 


Ip(Y) — PY <£ (e << Dp); 


或 者 改写 成 
l) - n, (=) <e (d < z<); 
b—a 
但 很 显然 


I,(z) = P, (=e) 


是 关于 z 的 多 项 式 , 而 且 与 P(x) 次 数 相同 . 这 就 是 说 , 在 任意 区 间 [a, b| 上 连续 的 
函数 f(z), 可 以 在 紧 包 含 于 区 间 (a,b) 内 的 任何 区 间 [o, 轨 上 , 以 任意 的 精确 度 
致 地 通过 多 项 式 来 通 近 . 


@ 此 处 的 (a, b) 及 后 面 的 (0,1) 原 书 作 [a, b], [0, 1], 现 改 为 开 区 间 , 因为 证 明 假设 的 是 0 < o < 8 < 1, 
而 不 是 0 < o < 8 < 1. 整个 包含 于 |0,1] 内 的 任意 区 间 自 然 也 有 [0,1] 本 身 . 而 上 面 恰好 不 许 
可 a =0,8 = 1, 否则 、n-3 < min{a,1-B} 就 不 可 能 了 . 根据 第 四 讲 “4.7 宕 级 数 ” 一 节 的 第 二 个 
HE, 这 就 是 在 (0,1) “内部”. 或 者 用 我 们 的 说 法 , 就 是 在 紧 包 含 于 (0,1) 的 任意 闭 区 间 上 . 在 那个 
关注 里 , 我 们 讲 了 什么 叫做 集合 U 紧 包 含 于 (0,1) 中 . 对 于 任意 集合 TVr( 不 一 定 如 (0,1) 那样 是 

x ji), 什么 叫做 U 紧 包含 于 V 中 ( 记 作 U € V) 呢 ? 那 就 是 : 存在 V 的 一 个 紧 子 集 K, 使 得 
U c K c V. 在 涉及 我 们 现在 所 讲 内 容 的 范围 内 , 紧 集 就 是 有 界 闭 集 . 这 样 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 就 可 
以 表述 为 : 若 f(z) 是 V 上 的 任意 连续 函数 , 则 在 任意 紧 包 含 于 V 内 的 集合 中 , 或 者 说 在 V 的 任 
何 二 必 存 在 一 个 多 项 式 序列 一 致 收敛 于 f(x)， 特别 地 , 若 V 本 身 就 是 闭 区 间 [0.1] 
中, 它 当 然 也 是 自己 的 一 个 紧 子 集 . 这 样 , 就 得 到 了 我 们 陈述 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 总 之 , 紧 性 是 一 
下 现在 的 数学 分 析 教 材 中 多 数 都 不 讲 它 , 这 是 令 人 遗憾 的 , 但 有 一 个 例外 : 小 平 
邦 育 的 《 微 积 分 入 门 I》( 人 民 邮 电 出 版 社 , 2008) 对 此 作 了 很 清楚 的 叙述 . 那 也 是 一 本 以 大 学 生 为 
对 象 的 教科 书 . 一 一 译 者 注 
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最 后 , 为 取消 这 第 二 个 限制 , 我 们 再 次 设 函 数 f(z) 在 区 间 |a,b] 上 连续 , JER. 


< 
fla) (a-1<=cz<a) 
F(a)= + jz) (a<x<)b) 
fü) (<xz<b+]1). 
很 显然 , 函数 F(z) 在 区 间 [a 一 1,b 十 1] 上 有 定 s. 区 间 [a, b| 紧 包 含 于 上 面 


>< 
m 
iF 


的 区 间 内 . 根据 刚刚 证 明 的 结论 , 它 应 该 可 以 在 区 间 [a, 上 以 任意 的 精确 度 用 多 
项 式 来 一 臻 地 通 近 . 但 因为 在 此 区 间 上 F(z) = f(z ) 所 以 上 述 事实 对 函数 f(z) 也 
正确 . 这 样 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 最 终 得 到 证 明 . 

该 定理 也 可 以 这 样 表述 : 任何 连续 函数 都 是 一 致 收敛 的 多 项 式 级 数 的 和 . 因为 
例如 用 P(x) 表示 与 f(z) 的 差 在 整个 区 间 [w, 引 上 都 小 于 二 的 多 项 式 (Pu(z) 的 存 
在 是 刚刚 证 明了 的 ), 则 级 数 


Pi(z) + [Px(z2) — PTF +t [P,,(z2) — P,—i(2)] + 

(其 各 项 都 是 多 项 式 ), 很 显然 在 区 间 [a,9] 上 一 致 收敛 于 函数 f(a). 
74 三 角 级 数 
我 们 称 形 如 


之 j: Y (ancos na + basin nz) (4) 


的 级 数 为 三 角 级 数 . 因为 该 级 数 的 所 有 项 都 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 所 以 该 级 
数 的 和 也 具有 同样 的 周期 性 ， 因此， 如 果 我 们 要 展开 为 这 种 级 数 的 函数 不 具有 这 
种 周期 性 , 则 只 有 在 长 度 小 于 2x 的 区 间 上 寻找 它 的 展开 式 才 有 意义 . 因为 这 种 周 
期 性 , 所 有 关于 级 数 (4) 的 讨论 都 只 要 在 某 个 确定 的 长 度 为 2r 的 区 间 (比如 区 间 
[一 ze, 0]) 上 进行 就 行 了 . 
我 们 首先 提出 三 点 考虑 . 由 于 这 些 考虑 , 在 某 些 情况 下 把 函数 展开 为 级 数 (4) 
比 展开 为 容 级 数 更 为 合理 . 

1) 正如 我 们 所 了 解 的 , 震级 数 展开 只 对 具有 任意 阶 导数 的 函数 才 有 可 能 (即使 
这 样 苛刻 的 要 求 , 一 般 来 说 也 还 不 是 充分 条 件 ); 反之 , 对 于 函数 展开 为 级 数 (4), 远 
为 平凡 的 前 提 条 件 就 足够 了 . 特别 地 , 正如 你 们 将 要 看 到 的 , 这 种 展开 只 要 一 个 函 
数 的 导数 是 有 界 且 可 积 的 ?就 行 了 , 同时 连 这 个 条 件 也 还 不 是 必要 的 . 

@ 可 能 读者 会 认为 , 凡 导 函 数 一 定 黎 曼 可 积 . 这 是 一 个 大 的 误解 , 而 误解 的 来 源 正 是 由 于 把 微分 和 积分 看 
成 简单 的 道 运算 . 请 注意 , 微 积分 的 基本 定理 | (zjdz = f(b) — f(a), 即使 在 黎 曼 可 积 的 意义 下 
也 并 不 是 对 一 切 f(a) 都 成 立 的 . 它 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 1/(z) 连续 . 译 者 注 
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2) 级 数 (4) 的 项 是 波状 的 周期 函数 , 这 个 波状 周期 性 的 某 些 特性 对 该 级 数 的 部 
分 和 仍 适 用 一 一 一 般 来 说 ， 因此 车 所 研究 的 函数 表现 出 
有 点 像 是 波 的 趋势 (如 在 力学 、 物 理学 、 生 物 学 、 经济 学 中 时 常 遇 到 这 类 函数 ), 则 
我 们 完全 有 理 | en ` 数 的 性 质 要 比 用 窜 级 数 的 部 
分 和 更 好 一 些 . 

3) 作为 级 数 (4) 的 项 的 三 角 函 数 ; 有 一 个 重要 的 性 质 , 它 在 极 大 的 程度 上 使 得 
研究 三 角 级 数 或 对 它们 进行 运算 变 得 容易 得 多 , 而 加 级 数 的 项 完全 没有 这 个 性 质 . 
这 个 性 质 就 是 函数 系 


1, sin nz, cos nz (m = 1,2,:::) (5 
的 正 交 性 , 其 含义 是 该 函数 系 中 任意 两 个 不 同 的 函数 的 乘积 在 任何 长 度 为 2r 的 区 
间 上 的 积分 都 等 于 零 (这 一 点 或 许 你 们 已 经 知道 , 证 明 起 来 也 很 容易 : 只 要 对 积分 
号 下 的 乘积 应 用 初等 三 角 中 的 积 化 和 差 公式 就 行 了 ). 这 个 著名 的 性 质 的 重要 | 性 不 
难 想象 : 甚至 远 比 三 角 函 数 复杂 得 多 的 函数 , 只 要 它们 能 构成 正 交 系 , 则 在 许多 情 
况 下 都 可 以 用 它们 组 成 级 数 而 成 为 研究 函数 特别 方便 的 工具 . 三 角 函 数 系 (5) 的 
许多 性 质 都 是 任何 正 交 系 普遍 具有 的 性 质 , 这 促使 人 们 去 建立 关于 这 个 函数 系 的 完 
整 而 独特 的 理论 . 这 个 理论 现在 已 得 到 广泛 的 发 展 , 并 且 包 含 了 数学 分 析 中 许多 重 
要 、 深刻 的 事实 .” 
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在 肾 级 数 的 情形 我 们 已 经 看 到 , 级 数 的 系数 很 容易 确定 , 只 要 知道 被 展开 的 函 
数 及 其 导数 在 z = 0 时 的 值 就 行 了 . 对 于 三 角 级 数 自然 也 首先 提出 这 个 问题 . 设 函 
数 f(x) 在 区 间 [x 上 能 展开 为 一 致 收敛 的 级 数 (4). 对 等 式 


s 


s: 


J(z) = > 让 Y (ancos mna: + basin nz) 


的 二 十 
的 两 边 乘 以 cos kz, 其 中 大 是 数列 0,1,2,:… 中 的 一 个 . 我 们 很 容易 地 得 知 ， 函 
数 f(z)cos kz 也 能 展开 为 某 个 一 (eri, 所 以 对 所 得 到 的 等 式 两 边 在 区 间 
一 Tz, Tm 上 积分 时 , 对 右边 的 级 数 我 们 可 以 逐 项 积分 (参见 第 四 讲 “4.6 函数 级 数 ”一 
节 ). 但 由 于 三 角 函 数 系 的 正 交 性 , 除了 唯一 一 项 外 , 该 级 数 的 其 他 项 的 积分 都 等 于 
零 , 这 一 项 就 是 积分 


Se 


" l+ cos 2kz 


> dz = mak, (6) 


Jü 
| Qkcos2 kz dz = “| 
= 


这 里 我 们 设 k > 0. 4 k= 0 时 我 们 得 到 唯一 的 不 为 零 的 积分 则 是 


Q@ 作者 这 里 讲 到 的 理论 现在 通常 称 为 调和 分 析 , 它 不 但 是 当前 分 析 数 学 的 主流 的 一 部 分 , 而 且 几 乎 在 一 
切 应 用 领域 中 都 成 了 不 可 缺少 的 工具 . 一 一 译 者 注 
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x 

U0 

一 dq2 = a0, 
_x2 


所 以 一 般 的 公式 (6) 也 包括 了 这 种 情况 ( 正 是 为 此 目的 , 级 数 (4) 的 第 一 项 通常 才 
写 为 sj. 这 就 是 说 , 对 任何 大 > 0 我 们 有 


| f(x)cos kz dz = rak, 


或 者 
ak = T| faeos kz dz (k=0,1,2,...); (7) 
以 类 似 的 方式 也 可 得 到 
bx 一 T| sn kz dz (k=1,2,...). (8) 


公式 (7) 和 (8) 也 就 解决 了 我 们 提出 的 问题 一 将 级 数 (4) 的 系数 用 该 级 数 所 表示 
的 函数 表示 出 来 . 这 些 公式 甚至 都 不 需要 函数 f(x) 一 阶 导数 的 存在 . 对 任何 可 积 
函数 , 系数 a, 和 bi 都 可 以 通过 这 些 公式 确定 . 它们 通常 被 称 为 这 个 可 积 函 数 f(zx) 
的 全 里 叶 系数 , 而 由 它们 构成 的 级 数 (4) 则 被 称 为 该 函数 的 傅 里 叶 级 数 (尽管 公式 
(7) 和 (8) 是 欧 拉 首 先 得 到 的 ). 但 从 这 里 不 能 得 出 (从 旭 辑 方面 来 说 , 这 里 完全 与 
我 们 在 研究 暴 级 数 时 所 过 到 的 情形 相 类 似 ) 可 积 函 数 的 傅 里 叶 级 数 是 收敛 的 , 而 且 
即使 它 收 敛 , 则 如 前 面 所 作 , 无 论 怎样 也 不 能 推出 其 和 应 是 函数 f(x). 也 确实 存在 
着 这 样 的 情形 : 对 可 积 函 数 所 建立 的 傅 里 叶 级 数 有 时 却 是 发 散 的 . 至 今 为 止 我 们 已 
证 明 的 一 切 可 以 这 样 表述 : 如 果 函 数 f(x) 可 以 表示 为 在 区 间 [一 x, z] 上 一 致 收敛 
的 三 角 级 数 , 则 该 级 数 是 它 的 傅 里 叶 级 数 . 即 它 的 系数 可 以 通过 该 函数 由 公式 (7) 
和 (8) 表示 出 来 . 在 麦克 劳 林 级 数 的 情形 下 我 们 得 到 了 完全 类 似 的 结论 , 不 同 的 只 
是 那里 并 不 特别 要 求 一 致 收敛 性 , 因为 从 帘 级 数 的 性 质 本 和 映 得 知 , 其 在 紧 包 含 于 收 
敛 区 域内 的 任何 区 间 上 具有 一 致 收敛 性 . 
很 显然 , 三 角 级 数理 论 的 基本 任务 在 于 确定 这 样 的 条 件 , 使 得 某 函 数 成 为 其 传 
里 叶 级 数 的 和 . 许多 人 对 这 个 问题 作 过 大 量 的 研究 , 写 出 了 大 量 的 研究 著作 . 今后 
我 们 只 研究 与 此 问题 有 关 的 几 个 最 简单 的 结果 . 


7.6 “平均 逼近 


我 们 首先 要 指出 , 怎样 在 研究 一 个 完全 另外 的 问题 时 会 出 现 傅 里 叶 系数 . 现在 
设 有 在 区 间 [x,z] 上 有 界 且 可 积分 的 函数 f(a). 我 们 希望 对 它 找 出 一 个 “n 阶 三 
角 多 项 式 ” 形 式 的 近似 表达 式 


IT, (z) = > 十 Y (akcos kz + Prsin kz), 
k=1 


76 平均 逼近 . 143 . 


并 且 问 : 应 当 怎 样 选 择 系数 ak, Br 才能 使 这 个 近似 尽 可 能 精确 . 当然 , 我 们 这 样 提 
出 的 问题 还 是 没有 确定 性 的 , 因为 没有 确定 以 什么 样 的 量 来 度量 所 得 到 的 近似 式 . 
很 明显 , 选择 这 种 量 有 很 广泛 的 任意 性 . 例如 我 们 可 以 取 差 

lJ (z) — Hn (2)| 
在 一 x < zn 上 的 上 确 界 作为 我 们 近似 式 的 误差 . 男 一 个 可 用 以 估计 这 样 或 那样 
的 近似 式 的 误差 的 量 是 


| wa- 到 aas 


最 后 也 可 以 用 积 4 


(f(z) — H,(a)|? da (9) 


来 估计 这 个 误差 . 从 数学 形式 上 讲 , 最 后 一 个 表达 式 不 仅 在 理论 探索 中 , 而 且 在 实 
际 计算 上 最 为 方便 , 因为 它 没有 用 到 在 解析 运算 中 时 常 带 来 困难 的 绝对 值 符号 . 
们 来 讲 讲 最 后 这 个 估计 误差 的 公式 . 与 这 个 确定 的 误差 值 相关 的 近似 方法 在 数学 
上 通常 称 为 “平均 逼近 ”. 

现在 摆 在 我 们 面前 的 完全 确定 的 任务 是 : 选择 数 ak, Bi, 使 积分 (9) 得 到 可 能 
的 最 小 值 . 很 显然 , 这 个 积分 是 2n 十 1 个 变量 ao Qi, 8，… ,am, Bn 的 函数 , 因此 这 
里 是 一 个 多 元 函数 的 极 小 值 问 题 . 不 过 , 这 个 问题 的 特殊 性 质 使 得 解决 它 时 可 以 不 
用 微分 学 的 方法 . 

把 积分 (9) 改写 为 形式 


Pen 


—t 


Le Ji 二 


以 ay, bx 来 表示 函数 f(x) 的 傅 里 叶 系数 , 很 显然 , 我 们 由 公式 (7) 和 (8) 得 到 


Ë J(a)11,(z)dz = x | 站 十 Y (akax 十 A) . (10) 


k=1 


从 男 一 方面 讲 , 如 果 我 们 注意 到 


| cos2 kz dz 一 | sin? kz dz = xm, 
则 由 函数 组 (5) 的 正 交 性 容易 得 出 


及 ar= =s] ta). (11) 
本 k=1 


[SN] 


Fa 


展开 
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比较 式 (10) 和 式 (11), 并 利用 初等 的 关系 式 
a2 — 2akek = (Qk — ak)2 — az, 
B — 2brBr = (Br — bx)? — bz, 


我 们 得 到 
[ Pa :| han Ode 
= | (eo s. + Y (ox — ak)2 + (Bx — bx)] 
k=1 
2 8 
-| 到 + et) 
k=1 
因而 有 


右边 具有 最 后 一 项 与 数 ax, Bo 有 关 . 因此 我 们 只 需要 找 出 这 最 后 一 项 的 最 小 值 . 因 


为 这 一 项 是 许多 非 负 项 之 和 , 所 以 只 


Q0 = Q0， 


op = Gk, 大 三 中 


有 当 所 有 这 些 非 负 项 都 变 为 零 时 , 即 当 
(k= 1,2,... ,n) 


时 , 它 才 得 到 其 最 小 值 (28). 这 束 是 说 , 我 们 所 提问 题 的 答案 是 : 在 所 有 的 n 阶 三 
角 多 项 式 中 , 已 知 的 有 界 的 可 积 函数 f(x) 的 最 好 的 平均 近似 式 是 这 样 一 个 三 角 多 
项 式 , 其 系数 恰 是 该 函数 的 傅 里 时 系数 . 我 们 以 P(x) 来 表示 这 个 三 角 多 项 式 , 则 


显 


有 
| ra@g- ma)Paa 
引 f2(z)dz — Ë 十 Y (az +b 
加 内 k=1 
这 个 关系 式 同时 还 证 明了 一 个 很 重要 的 命题 : 因为 左边 很 
n 有 
ad 2 2 1[ ,2 
“Ya L bb < | f2(a)da 


然 是 非 负 的 , 则 对 任何 
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因为 此 不 等 式 的 右 端 与 n 无 关 , 故 左边 的 和 当 n 增加 时 是 有 界 的 . 换言之 , 对 任 一 
个 有 界 可 积 函 数 (x), 级 数 


Y ( 叹 十 成 ) 


k=1 
收敛. 特别 地 , 由 此 得 知 , 每 一 个 这 样 的 函数 的 传 里 叶 系 数 ax, bk 当 k — co 时 
都 趋 近 于 零 
这 些 完全 是 由 初等 方法 得 到 的 结果 , 对 于 传 里 叶 级 数理 论 有 着 很 大 的 意义 . 
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正如 我 们 在 窜 级 数理 论 中 看 到 的 , 同一 个 级 数 有 可 能 是 无 穷 多 个 不 同 函数 的 
麦克 劳 林 级 数 . 对 傅 里 叶 级 数 , 类 似 的 现象 也 是 可 能 的 吗 ? 这 个 问题 同 三 角 函 数 系 
(5) 的 一 个 重要 性 质 紧密 联系 . 如 果 级 数 (4) 是 两 个 在 区 间 [—za, z] 上 连续 的 " 且 互 
不 相同 的 函数 fi(a) 和 fə (z) 的 全 里 叶 级 数 , 则 这 意味 着 这 两 个 函数 所 有 相应 的 伟 
里 叶 系数 都 应 彼此 相等 , 因而 这 两 个 函数 的 差 
f(z) = f(z) — fo (z) 

在 区 间 [x, z] 上 虽然 不 恒 等 于 零 , 但 其 所 有 的 传 里 叶 系 数 都 等 于 零 . H (7) 和 (8), 
这 一 点 很 显然 等 价 于 命题 : 函数 f(x) 与 组 (5) 中 的 任何 函数 都 正 交 . 也 就 是 说 , 此 
时 正 交 组 (5) 就 是 常 说 的 不 封闭 的 , 即 还 可 以 添加 新 的 不 恒 等 于 零 的 函数 , 使 得 扩 
大 后 的 函数 组 还 是 正 交 的 . 很 显然 , 逆 命 题 也 是 对 的 : 如 果 组 (5) 不 封闭 , 则 添加 的 
与 组 (5) 的 所 有 函数 都 正 交 的 函数 f(z) 的 所 有 的 传 里 叶 系数 都 为 零 . 而 此 时 组 合 
万 (z) + of (z) 
的 所 有 函数 都 具有 同样 的 傅 里 时 系数 (其 中 的 a 为 任意 的 实数 ). 

我 们 指出 , 实际 上 组 (5) 是 封闭 的 . 换言之 , 任何 与 组 (5) 中 的 所 有 函数 都 正 交 
的 连续 函数 应 当 恒 等 于 零 . 

W f(z) 是 这 样 的 函数 . 很 显然 , 这 时 对 任何 三 角 多 项 式 T(z) 有 


St 


| f(ayT'(z)dz = 0. 


让 我 们 假设 f(z) 不 恒 等 于 零 . 为 确定 起 见 , 设 当 z = a 时 f(x) > 0. 这 时 从 我 们 熟 
知 的 函数 的 连续 性 理 ; 六 得 到 这 样 的 正 数 c 和 ó, 使 得 当 -rr < a — ó < z < 
o + ó < x° Ff 


ya 
2 
F. 
= 
NE2 
aš 


Jf(z) > c. 


Q@ 如 果 不 添加 任何 连续 性 的 要 求 , 所 提问 题 的 解决 则 是 平凡 的 , 因为 很 显然 两 个 只 在 某 一 个 点 上 互 不 
相同 的 函数 的 所 有 的 传 里 叶 系数 都 彼此 相同 . 
@ 很 显然 在 我 们 的 条 件 下 , 可 以 认为 a 是 区 间 [一 x, z] 的 内 点 . 
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现在 我 们 来 研究 表达 式 


R = = 


2 
按照 二 项 式 公式 进行 乘 方 , 我 们 对 函数 T,, (a) 得 到 形 如 


也 


Ty (z) = >` cy |cos(z — a)]” 


+=0 


的 表达 式 ; 但 从 三 角 学 中 己 知 , 任何 暴 cos"z 都 可 以 表示 为 函数 


1,cos z,cos 27,.:. ,COS nz 


的 常 系数 线性 组 合 (证 明 它 只 需 很 简单 地 用 完全 归纳 法 ). 也 就 是 说 , 我 们 得 到 


党 >` drcos r(z 一 o); 
?=D 


最 后 注意 到 


cos Tr(T— o) = cos ro cos rz + sin ra sin rz, 


很 显然 我 们 会 得 到 表达 式 


T, (z) = > + Y (arcos rz 十 Drsin rz), 
?=0 


其 中 oa, 6, 是 第 系 数 . 这 就 是 说 , 函数 T,,(z) 对 任何 n 都 是 三 角 多 项 式 , 因此 


[ f(z)T,(z)dz =< 0 (n=1,2,.…). (12) 


我 们 从 另 一 方面 想 一 下 , 对 于 很 大 的 n, 函数 T,, (z) 的 性 状 的 基本 特点 如 何 . 因 


为 函数 2 区间 [m 可 上 很 显然 介 于 0 和 1 之 间 , 同时 它 仅 当 z 二 a 


时 才 等 于 1, 则 当 nn 很 大 时 , 量 T, (z) 非 负 , 且 当 x = a 时 等 于 1 并 在 任何 离 a 稍 
有 距离 的 位 置 上 变 得 小 得 微不足道 . 换言之 , 它 的 变动 和 本 讲 中 图 33 所 描述 的 那 
类 图 形 是 同一 类 型 的 , 只 有 一 点 区 别 , 即 需 将 区 间 [-1 1 代 之 以 区 间 [x, z], 最 大 
值 的 位 置 z = 0 代 之 以 点 z= o. 

@ 把 这 里 的 证 明 与 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 方法 相 比较 , 就 能 知道 , 它们 用 的 都 是 同样 的 技巧 , 只 不 过 
Q 一 局 )" 换 成 了 [二] . 此 外 值得 注意 的 是 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 还 有 另 一 个 逼近 定理 , 它 指 
出 对 于 任 一 定义 于 [一 x, n] 上 的 以 2r 为 周期 的 连续 函数 f(x) 必 可 用 三 角 多 项 式 序列 {T(zx)} 一 致 
逼近 . 这 个 结论 可 用 于 直接 证 明 三 角 函 数 的 封闭 性 . 一 一 译 者 注 


© 
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网 


此 我 们 下 一 步 讨论 的 计划 已 经 明朗 . 因为 当 n 的 值 很 大 时 函数 T(x) 在 
间 [a 一 6,a 十 6 之 外 变 得 微不足道 地 小 , 故 积分 (12) 的 相应 部 分 也 是 微不足道 ] 
小 , 因此 其 符号 取决 于 积分 


= 


CQ 十 0 
| f(ayt(a)dz (13) 


Q 一 0 


的 符号 , 又 因 积分 号 下 的 T. (z) > 0 以 及 f(z) > e, 则 只 需 证 明 : 积分 (12) 中 被 我 
们 抛 开 的 部 分 按 绝对 值 来 讲 比 正 的 积分 (13) 要 小 得 多 , 则 积分 (12) 就 不 可 能 等 于 
零 , 这 也 就 导致 了 矛盾 . 我 们 现在 进行 必要 的 估计 . 设 


[mar = n. 
I = [ f(x)T,(z)dz = 万， 


因此 ， 
证 | ee p Ea, 


x == ` 1 人 了 
注意 到 等 式 2 i >, 我 们 得 到 


但 对 已 知 的 积分 区 域 有 


因此 
L > ?| (1 一 sin? ) COS 2 dy 


` 1 
或 者 令 si ==: s cos dy = dz, 


aÉ 
sins 4 

五 >4c| (1 — z)"dz = i 

0 n + 1 


n+l 
1 ( mm | š 
因为 对 充分 大 的 n, 括号 内 的 表达 式 很 显然 大 于 i 故 有 


万 > 


C 
14 
T + 1 人 
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为 一 方面 , 如 果 我 们 以 M 来 表示 函数 f(z) 在 区 间 [-x, 7] 上 的 最 大 值 , 并 注 
意 到 , 在 构成 T, 的 那 两 个 积分 的 积分 区 间 内 


一 0 
cos? 一 < cos”, 
因而 
T,(z) < cos “了 ， 
则 我 们 得 到 
0 
|| < Mecos "5(a 0 二 + 一 aw 一 0 
多 2rMooszn5 = 2xMp”, (15) 
这 里 设 


0 

2 

= 一 < 1]. 
p COS 5 


因为 h + L = 0, 故 | 了 |= |1oə|, 由 此 据 (14) 及 (15) 有 


2xMp" > : 3 (n+1)p"t! > 5 

这 就 得 到 了 我 们 要 找 的 矛盾 . 因为 当 nn 一 oo 时 np” 一 0°, 因而 不 可 能 对 任意 的 n 
都 大 于 正 的 常数 r. 

这 就 是 说 , 我 们 已 证 明了 正 交 函数 组 (5) 的 封闭 性 . 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 由 
此 得 出 已 知 的 三 角 级 数 (4) 不 可 能 是 一 个 以 上 的 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 . 特别 地 ， 
如 果 这 个 级 数 一 致 收敛 , 则 其 和 是 以 此 级 数 为 傅 里 时 级 数 的 唯一 的 连续 函数 . 
78 具有 有 界 可 积 导 函数 的 函数 之 传 里 时 级 数 的 收敛 性 

现在 我 们 来 证 明 , 任何 以 2x 为 周期 的 有 界 且 具 有 可 积 的 导 函 数 的 函数 f(z)， 
都 可 以 展开 为 一 致 收敛 的 三 角 级 数 ( 它 当 然 是 f(z) 的 健 里 叶 级 数 ). 

我 们 约定 以 ax, bx 来 表示 函数 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 ， 而 以 ak. b. 来 表示 函数 
f'(a) 的 傅 里 叶 系 数 . 此 时 由 分 部 积分 得 

Tax = 下 f(x)cos kz dz 


_ [f(z)sin kz] “ | pe _ b 
-| P m P ¿a Ps 


以 同样 的 方式 得 bx = a 今后 为 方便 计 , 我 们 将 应 用 柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 


1 
ni 
p 


@ 设 nln; = z, 得 np" = Erze — 0(z — co). 
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它 对 任意 的 实数 uk, o, 以 及 任意 的 n 成 立 ." 
注意 到 


1 
akcos kz + brsin kz = =k bkcos kz + aksin kz), 


我 们 由 不 等 式 


(acos p+ Bsin p)* = o2 + 02 — (asin o — Bcos p)? 


< o2 + 02 
对 mm > n 得 到 
"i 2 
Y (akcos kz + brsin kz) 
k= 
= > x b, cos kz + a, sin kz) 
1 m 1 m ; ; i 2 
<= >` = Y (b, cos kz + ak sinkz) 
k=" k=n 
1 1 一 /2 /2 
< 0 + bx )- 
k=" yg 


但 级 数 证 收敛 . 同样, 级 数 
k=1 


Y (aP + b) 


TBI, 因为 oh 和 是 有 界 可 积 函 数 Fr(a) 的 傅 里 叶 系 数 . 因此 最 后 一 个 不 等 式 
右边 的 两 个 因子 当 n 一 oo 以 及 m > n 时 都 趋 近 于 零 ( 柯 西 准 则 !). 这 就 表明 


lim Y (akcos kz 十 pksin kz) = 0, 


n> 
mm>n k=n 


@ 证 明 :》 (wkz + uk)2 作为 z 的 函数 是 二 次 三 项 式 , 且 无 论 何 时 均 是 非 负 的 , 因而 其 判别 式 


k=1 


Fa 
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展开 


并 且 它 对 z 是 一 致 成 立 的 , Es 
准则 也 表明 , 级 数 (4) 是 在 


区 间 


们 看 到 , 级 数 (4) 同时 是 函数 f(z) 和 s(z) 的 侍 上 


些 连 续 函 数 应 当 是 恒 等 的 . 这 村 


三 角 级 数 的 现代 理论 证 明了 比 我 们 研究 过 


为 上 面 的 不 等 式 的 


EI 


Ep] 


Z 


十 级 数 的 收敛 


FE. 但 这 种 推广 也 不 可 能 太 广 ,， 
里 叶 级 数 并 不 是 对 所 有 的 z 值 都 收敛 的 . 这 上 


域 的 问题 . 我 们 只 要 当 
公 


FE 意 到 , 有 大 量 的 文献 、 教 科 : 


7.9 “对 任意 区 间 的 推广 


Ph 至今 还 有 大 量 重 要 的 问题 没 


有 得 到 解决 ， 


因而 自 


至 此 , 我 们 只 讲 到 定义 在 区 间 [—=z, aJ 上 的 函数 , 且 只 在 此 


函数 的 三 角 级 数 展开 式 . 这 上 
这 个 条 件 下 , 函数 f(zx) 4 ui 


已 


ASE Ob 
论 要 能 


得 到 较为 广泛 的 应 月 
角 级 数 , 并 且 不 以 周期 性 


口 
" 


H, 


级 数 .“ 现 在 我 们 应 该 来 看 一 看 , 怎样 才能 摆脱 这 些 限 人 
有 在 我 们 掌握 了 把 定义 在 任意 区 间 的 冰 数 
FE 为 前 提 才 行 . 


我们 实质 上 还 上 暗中 假设 了 f(x) = f(—m), 因 
E 整 个 闭 区 间 [一 x, 7] 的 任何 点 处 展 姑 
则 ,因为 很 明 


首先 , 很 显然 有 (其 实 我 人 


7 
一 Xt, Jt] 


27] 来 代替 区 间 


[a,a d 


有 f(a+2x) = f(a) 就 行 了 . tB 
有 要 求 , 而 不 考虑 它 的 位 置 . 对 于 函数 , 则 
定义 在 完全 介 


现在 设 我 们 要 和 


门 在 一 开始 就 说 
作为 讨论 的 基础 


口 


2 "N 


区 


EF 意 的 


f(z) 展开 为 三 角 级 数 . 像 以 和 


处 可 微 且 其 导 函 数 在 此 
首先 假设 5 一 a < 2x. 很 


Era 


可 积 . 


一 个 函数 fe(z), 它 在 该 区 间 
f*(a), 在 区 间 |a, b] 的 任 
在 区 间 |a, a ++ 2z] 上 可 以 
数 也 表示 函数 f(a). 也 前 


现在 设 5 一 a > 2x. 


i 是 说 ， 


显 


我 们 已 完全 解决 了 所 提 昌 


函数 产 (z), 使 得 它 在 该 区 间 上 
f" (a), 而 有 


f" (a)( 这 当然 总 是 可 能 的 ), JË E 


在 区 间 [ab] 的 任意 点 上 等 了 


具有 有 和 界 晶 


Ff(z). 如 果 我 们 除 此 以 
[将 函数 产 (z) 向 区 间 [a 区] 22 


@ 只 有 这 样 , f(z) 才 是 以 2x 为 周 


期 的 . 一 一 译 者 注 


与 z 无 关 的 . 但 这 由 柯 西 


FE 明了 ): 如 果 以 长 度 为 2r 的 
#, 则 所 有 的 讨论 都 不 需 
是 说 , 我 们 的 叙述 表明 , 只 对 所 而 


Fi] 


[一 ,了 L PUKI. 以 s(z) 来 表示 级 数 的 和 , 我 
E 叶 级 数 . 但 现在 我 们 已 经 知道 , 这 

和 我们 的 命题 完全 得 证 . 
的 函数 类 宽泛 得 多 的 函数 类 之 傅 里 
为 我 们 已 知 : 有 一 些 连续 函数 , 其 
我 们 当然 不 可 能 详细 地 涉及 此 领 
专门 讲 三 角 级 数理 论 , 而 且 该 理 


然 吸 引 了 许多 人 去 研究 它 . 


区 间 上 去 寻找 一 个 


[为 形 妇 


显 


F: 
F 


究 的 区 i 


要 求 它 在 已 知 区 间 端 点 处 的 值 相等 
间 [a, 0] 上 是 不 受 周期 性 条 件 限 
一 样 , 我 们 将 只 假设 函数 f(z) 在 区 间 [a,0] 的 每 一 点 
区 间 上 有 界 、 
然 , 我 们 可 以 有 无 数 种 方法 在 区 间 [aa+ 22] 上 定义 
EF 具 有 有 界 且 可 积 的 导 函 数 , 并 满足 条 件 f*(a + 2m) = 
可 点 处 都 等 于 函数 f(z). 根据 我 们 前 面 的 说 
展开 为 一 致 收敛 的 三 角 级 数 . 很 


由 的 函数 


E 明 , 函数 f(x) 


然 , 在 区 间 [a, b| 上 该 级 
的 问题 . 

此 时 我 们 首先 取 任 意 的 数 5 > b 并 在 区 间 [ww 的 上 定义 
可 积 的 导 函 数 , 并 且 


满足 条 件 f*(b') = 
外 还 要 求 fe (b) 
两 个 方向 作 周 期 


7.9 对 任意 区 间 的 推广 . 151 . 


性 的 延 拓 , 则 我 们 就 得 到 周期 为 5 一 a = 21 > 2r 的 周期 函数 fe(z), 它 在 任何 区 间 
上 都 具有 有 界 且 可 积 的 导 函 数 , 并 且 在 区 间 [a, b] 上 同 f(z) 的 导 函 数 相 等 . 
现在 设 


> 


z = Ty, f"(z) = f" (x°) = @()- 
因为 当 z 从 —1 变化 到 1 时 , y 遍 取 区 间 [-x,7] 上 的 一 切 值 , 所 以 函数 p(y) 在 区 
间 [—z, a] 上 有 具有 有 界 且 可 积 的 导 函 数 , 同时 
p(w)= f= f(D) = e(m). 
由 我 们 的 定理 , 函数 p(y) 的 傅 里 叶 级 数 在 区 间 [x, 可 上 一 致 收敛 于 该 函数 : 


OU) = + Y (ancos nu + b.sin ny) (—mx < v < xm) 
fal, 
由 此 很 显然 (v = 12) 有 
= ` NT Nn 
二 了 + (ancos ZE z + bnsin 1 z) ' (16) 


而 且 在 区 间 —I < z < 1 上 是 一 致 收敛 的 . 因为 函数 cosa siz 同 函数 f*(z) 
样 有 周期 21, 所 以 展开 式 (16) 在 整个 数 轴 上 也 一 致 收敛 此 特别 地 得 出 , 在 区 
间 la, b] 上 一 致 地 有 


x 


f(x) = > + > (ancos 了 + basin — =) I 


这 样 一 来 我 们 看 到 , 函数 f(z) 在 区 间 |a, b| 上 展开 为 三 角 级 数 , 与 级 数 (4) 的 
区 别 仅 在 于 : 展开 式 中 我 们 用 以 21 为 周期 的 函数 cos sin 全 xz 代 符 周期 为 ox 
的 函数 cos nz, sin nz 作为 基本 元 素 . 这 个 结果 最 佳 地 解决 了 我 们 所 提出 的 问题 ， 
为 我 们 当然 预先 就 明白 , (4) 的 各 项 都 以 2x 为 周期 , 所 以 定义 在 区 间 lw, 如 上 的 函 
数 f(z) 一 般 来 说 不 可 能 用 它 来 表示 (因为 6 一 a > 27). 

我 们 还 应 看 一 看 , 对 函数 f(x) 怎样 找 出 表示 它 的 级 数 的 系数 a,,5,. 为 此 我 们 
注意 到 , 按照 最 开始 时 的 定义 
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邻 y= Tz, 我 们 得 到 


且 类 似 地 有 


b 元 
7| f° (z)sin KZ dz. 


因为 满足 所 提 一 切 条 件 的 函数 fx (z) 有 无 穷 多 个 , 则 由 函数 f(z) 在 区 间 (a, b) 


上 给 出 的 ok 和 bi 不 是 唯一 确定 的 . 这 不 应 使 我 们 感到 惊奇 : 级 数 (16) 只 是 在 长 


度 小 于 该 


展开 式 的 元 素 的 周 


区 间 [a,b] 上 表示 函数 f(a). 与 我 们 最 初 了 解 


的 情形 完全 相似 , 我 们 可 以 得 到 无 穷 多 个 不 同形 式 的 级 数 (4), 可 以 在 区 间 [—z, z] 


的 任何 部 分 


@ 如 果 f(z) 在 [a,b] 上 可 微 , H. f(a) = f(b), f'(z) 有 界 可 积 , 则 不 论 b 一 a > 27 或 < 2r, 只 要 作 
21 = b-— a, 则 f(z) = e(u) 作为 y 的 函数 就 在 区 间 [—z z] 
积 , 且 适 合 p( 一 zt 
回 到 f(x) 的 方法 和 本 书 讲 的 是 一 样 的 . 一 般 教 科 书 都 是 这 样 处 理 的 . 问题 在 于 ， 
须 有 f( 一 x) = f(z), 所 以 才 采 用 了 以 上 的 讲法 .但 这 就 有 一 个 漏洞 反而 


一 个 变换 y = 一 zt 十 0 JX H 
上 可 微 , p'(y) 有 界 可 
级 数 . 由 p(y) 1 
本 
b— a= 2x 时 | 
不 可 避免 的 . 详 
以 说 更 为 常见 , 不 过 人 们 都 不 去 过 


再 


三 | 
va = 


4 


: 
必 


区 间 (但 不 是 在 整个 的 区 间 ) 上 表示 函数 f(a). ° 


= p(T), 所 以 p(y) 可 以 展开 为 cos ny,sin ny 的 傅 里 叶 


二 
一 点 的 数学 分 析 教材 中 都 讨论 过 这 个 问题. 值得 注意 的 是 , 这 种 情况 在 应 用 中 可 
j 这 个 问题 了 . 一 一 译 者 注 


于 为 不 可 能 再 使 f(a) = f(b). 可 见 f(z) 非 周期 的 问题 是 


第 八 讲 微分 方程 
8.1 基本 概念 


在 第 六 讲 的 末尾 我 们 说 到 了 , 从 总 体 思 想来 讲 , 任何 积分 过 程 的 目的 都 在 于 按 
其 已 知 的 局 部 的 特征 来 建立 所 考虑 对 象 的 总 和 的 “整体 的 > 特征. 这 个 方向 的 问题 
在 以 数学 分 析 为 工具 的 任何 应 用 科学 中 都 是 大 量 存在 着 的 . 然而 , 这 类 问题 对 数学 
工具 的 多 种 多 样 的 要 求 远 非 积 分 (通常 的 积分 或 者 多 元 积分 ) 这 样 一些 初 等 工具 所 
能 满足 的 . 这 种 最 简单 的 积分 工具 只 在 较 少 的 最 原始 的 情形 下 才 对 解决 所 提出 的 
问题 适用 . 

最 常见 的 情况 是 这 样 的 : 所 研究 现象 的 已 知 的 局 部 特征 导致 建立 微分 方程 ( 即 
联系 自 变 量 、 函 数 及 其 不 同 阶 的 导数 的 方程 ), 其 中 的 未 知 量 恰恰 是 描述 该 现象 的 
整体 特征 的 函数 ; 求解 所 提 的 问题 从 数学 上 转化 为 解 某 个 微分 方程 组 , 即 归结 为 定 
出 含 于 这 些 方程 中 的 未 知 函 数 . 这 个 数学 问题 比 简单 地 求 函 数 的 积分 要 复杂 得 多 ， 
后 者 从 微分 方程 理论 的 观点 看 只 是 其 最 简单 且 平 凡 的 特例 . 这 一 点 表现 在 , 一 旦 我 
们 把 某 个 类 型 的 微分 方程 的 求解 化 成 了 最 简单 的 求 函 数 积分 的 问题 , 我 们 就 认为 这 
个 问题 已 解决 了 (所 以 在 微分 方程 理论 中 通常 就 说 化 为 “ 求 积 ”). 

研究 某 些 很 简单 的 例子 对 我 们 将 是 有 益 的 : 看 一 看 已 知 的 现象 的 局 部 特征 是 
怎样 产生 出 微分 方程 的 , 方程 的 解 又 怎样 给 出 这 个 现象 的 总 和 的 整体 表述 . 

设想 有 一 个 容积 为 a 升 的 容器 装 满 了 水 , 里 面 溶解 有 某 种 盐 . 设 有 液体 连续 流 
过 该 容器 , 在 单位 时 间 内 向 其 中 注入 5 升 纯净 的 水 且 从 中 流出 同样 升 数 的 溶液 . 还 
知道 在 某 个 初始 时 刻 t= 0 时 容器 内 有 ec 千克 盐 , 我 们 想 要 知道 经 过 t 个 单位 时 间 
后 , 容器 里 还 留 有 的 盐 的 数量 z( T ya). 

所 提 的 问题 给 了 我 们 这 一 现象 的 什么 局 部 特征 呢 ? 我 们 知道 , 从 容器 中 以 每 单 
位 时 间 b 升 的 速度 流出 溶液 ;” 在 已 知 的 时 刻 t 容器 保留 有 未 知 的 z 千克 盐 , 而 因 
为 容器 的 容积 是 a JF, 则 每 升 溶 液 含 - 千克 盐 , 升 溶液 则 含 千克 盐 . 这 就 表 
明 , 如 果 从 时 刻 t 开始 的 单位 时 间 里 , 溶液 的 浓度 不 变 ( 即 保持 它 在 时 刻 t 的 数值 )， 
则 在 此 单位 时 间 内 容器 中 盐 的 数量 将 减少 u +T. 因此 容器 中 盐 的 数量 减少 的 速 
dz 


度 将 是 实 ( 负 号 “一 ”是 必要 的 , 因为 下 是 盐 的 数量 增加 的 速度 ). 我 们 得 到 


@ 这 里 我 们 假设 盐 在 溶解 后 扩散 得 非常 快 , 使 得 实际 上 可 以 认为 在 容器 的 所 有 点 处 , 盐 的 浓度 在 每 一 已 
知 时 刻 都 是 相同 的 . 
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二 二 (1) 


此 式 把 盐 的 数量 增加 的 瞬时 速度 四 用 在 该 时 刻 存 在 的 盐 量 z 表示 出 来 , 也 给 了 
我 们 该 现象 的 局 部 特征 (这 里 当然 说 成 “瞬时 的 ”或 “项 刻 间 ”的 特征 更 为 方便 了 )， 
我 们 想 求 的 函数 z = z(t) 就 是 所 得 到 的 方程 的 未 知 函 数 . 

这 个 函数 能 否 直接 用 积分 法 得 到 ? 我们 给 出 了 其 导数 的 表达 式 . 当 导 数 已 知 
时 求 原 函数 本 来 是 积分 学 的 基本 问题 . 但 问题 总 是 不 太平 常 : 未 知 函 数 的 导数 不 是 
通过 自 变 量 ( 像 我 们 习惯 的 那样 ), 而 是 通过 未 知 函 数 本 身 来 表示 的 . 积分 学 不 能 直 
接 用 于 解 这 类 问题 , 因此 这 在 形式 上 就 提出 了 一 个 原则 上 是 新 的 问题 一 一 解 微分 方 
程 (1). 不 过 , 这 种 情形 的 问题 可 十 分 轻易 地 化 为 积分 学 的 问题 . 将 方程 (1) 改写 为 
形式 dz n 


一 = 一 -db 
T a 


我 们 就 说 是 已 经 “分离 " 了 变量 . 简单 地 积分 左边 给 出 h z, 右边 则 给 出 — 2, 因此 


bem 


pe 


b 
In z = t + k, 
这 里 k 是 一 个 常数 . 为 确定 此 数 (在 讨论 微分 方程 的 全 部 过 程 中 , 这 项 工作 是 它 所 
特有 的 ), 我 们 要 回 到 “初始 的 ” 条件: 当 上 =0 时 z=c 它 给 我 们 以 k= In c, 
此 最 后 得 


了 
z = ce_at, 


完全 的 解决 . 我 们 看 到 容器 中 盐 的 数量 是 随 着 时 间 


这 样 一 来 , 我 们 所 提 的 问题 得 至 
按 “ 指 数 ” 规 律 减少 的 . 

现在 设想 从 容器 中 流出 的 液体 还 要 流 过 第 二 个 同样 容积 的 容器 , 最 初 ( 即 在 时 
刻 t= 0) 第 二 个 容器 中 也 装 满 了 纯净 的 水 , 而 且 也 是 每 单位 时 间 流 进 和 流出 5 升 
溶液 . 很 显然 , 这 时 也 不 断 地 向 第 二 个 容器 输入 了 盐 . 现在 想 要 求 在 时 刻 t 第 二 个 
容器 中 的 盐 的 数量 (Ta) 是 多 少 . 

这 里 给 我 们 的 也 只 是 现象 的 局 部 (瞬时 的 ) 特征 . 很 显然 , 在 单位 时 间 里 向 第 
二 个 容器 中 注入 的 盐 的 数量 恰 是 从 第 一 个 容器 中 排出 的 量 , 即 像 我 们 所 了 解 的 ， 


了 二 P (8). 


— 


从 另 一 方面 讲 , #Elpj2]| + 6 C Aa rB BURHOTYCHE S: I Tyas, 即 单位 时 间 里 从 其 
中 流出 的 5 天 溶液 中 含有 2 Tyúak. 因此 第 二 个 容 规 中 盐 的 数量 在 时 刻 t 的 瞬时 
增加 量 ( 按 单位 时 间 计 ) 等 于 

dy be ai 


b b os, 
= et y= (ce tty). (2) 


81 基本 概念 . 155 . 


你 们 看 到 , 局 部 地 描写 现象 的 数学 表达 式 也 是 一 个 微分 方程 . 我 们 再 次 给 出 
AMIR 2 y 的 导数 表达 式 . 但 解 所 得 的 微分 方程 已 经 远 不 像 前 面 那样 容易 了 . 
程 (2) 给 出 的 导数 下 的 表达 式 , 既 包 含有 自 变 量 t, 也 包含 有 未 知 函数 y. 想像 我 
们 在 方程 (1) 中 所 做 的 那样 “分 离 ”变量 , 在 这 里 已 不 能 直接 办 到 . 也 就 是 说 , 我 们 
面临 着 一 个 原则 上 是 新 的 问题 . 说 实在 的 , 在 这 种 情况 下 它 还 可 以 比较 简单 地 解 出 ， 
但 在 一 般 的 情况 下 求解 微分 方程 我 们 还 没有 任何 办 法 . 

如 何 看 待 这 个 “一 般 情形 ”? 如 何 定义 微分 方程 的 一 般 概念 ? 在 我 们 的 几 个 例 
子 中 , 遇 到 的 都 是 形 如 


所 


和 = (z, (3) 


的 方程 , 其 中 z 是 自 变 量 , y 是 x 的 未 知 函 数 . 函数 f(x,y) 当然 是 给 定 了 的 . 问题 
在 于 求 函 数 y = w(x) 满足 方程 (3), 即 要 求 在 某 个 区 间 a < z < b 上 恒 有 


g (z) = f(x, 9(7)). 


更 一 般 形式 的 微分 方程 是 
F(z, U, u) = 0, 


其 中 z 仍 是 自 变量 , y 是 z 的 未 知 函 数 且 了 一 与 以 往 一 样 , 要 找 出 恒 满足 关 


F(z, p(x), 2'(z)) = 0 
的 函数 y= (z). 
其 次 , 常 有 这 样 的 情形 , 即 所 研究 对 象 的 局 部 特征 要 求 其 表达 式 中 不 仅 有 未 知 
函数 的 一 阶 导 数 , 而 且 还 含有 其 高 阶 导 数 , 因此 问题 的 微分 方程 的 形状 是 


下 (7 `: , 0) 一 0; (4) 


此 类 方程 称 为 n 阶 微分 方程 . 很 显然 , 这 是 最 一 般 的 只 含 一 个 单 自 变量 的 未 知 函 数 
的 微分 方程 . 然而 , 只 有 最 简单 的 情形 才 会 出 现 只 含 一 个 未 知 函 数 的 方程 , 时 常 遇 
到 的 是 含 依赖 于 几 个 自 变量 的 几 个 未 知 函数 的 情形 . 

首先 假设 我 们 讲 的 是 任意 个 未 知 函 数 uo, ,yx, 它们 都 只 依赖 于 一 个 自 变 
量 z. 要 使 问题 得 以 确定 , 现象 的 局 部 特征 应 当 给 出 微分 方程 组 , 其 中 方程 的 个 数 
等 于 未 知 函数 的 个 数 k. 这 类 方程 组 的 一 般 形式 很 显然 是 这 样 的 : 


P(x, y1, 315 "9 y) go, SS ,2)， So ,Yk Yk, s na) = 0 (i -> 1,2, koi £) 
这 样 一 来 , 我 们 得 到 了 所 谓 “ 常 ”微分 方程 理论 的 最 一 般 的 问题 . 这 个 “ 常 ” 字 是 指 
仅 含 一 个 自 变量 的 微分 方程 和 方程 组 

质点 运动 方程 组 (当然 是 你 们 所 熟知 的 ) 是 一 个 很 好 的 例子 : 


.156. 第 八 讲 微分 


的 质量 , X,Y, 2Z 则 是 作 月 


扩 的 移动 速度 有 关 的 ). 


个 坐标 和 三 个 速度 分 量 . 


= 


ER 


如 果 自 变量 有 几 


人 


方 程 
d27 dz dy dz 
ta ee 
7 (t,z,U,Zz, dt ' dt ' a 
d2y dr dy dz 
_ =Y 
WD (t, 2, Y, Z, dt ' dt ' a 
d2z dr dy dz 
— = Z — “ A 
TI (t, £, Y, 2 dt ' iq 


初始 数据 是 如 


日 于 质点 的 力 的 分 量 ( 在 一 般 情 况 
E 某 个 确定 的 “初始 ”时 


其 中 唯一 的 自 变 量 是 时 间 t, 未 知 函 数 是 质点 的 坐标 z, u, z, 这 里 的 m 表示 该 质 


点 


PB 


F, 力 是 与 时 间 、 位 置 及 


Z| £ = to 时 , 该 点 的 三 


, 则 我 们 会 遇 到 偏 微分 方程 (或 方程 组 ). 未 知 函 数 现在 是 多 


元 函数 , 于 是 方程 目 然 就 包含 有 未 知 函数 对 这 些 日 变量 的 偏 导数 . 容易 理解 ,1 
LE 论 , 要 比 “ 常 ”微分 方程 理论 复杂 得 多 . 这 里 我 们 完全 不 打算 涉及 . 
LE 论 也 没有 几 


分 方程 的 到 


但 就 是 常 微分 方程 到 
的 党 微分 方程 . 这 一 点 也 部 分 地 容易 预见 到 , 在 许 
, 正如 我 们 所 了 解 的 那样 , 尚且 
即使 我 们 停留 在 对 于 微分 方程 理论 的 那 种 通常 观点 一 一 
题 


为 化 简 为 “ 求 积 法 ”只 对 


的 积分 


为 一 般 和 复杂 的 问题 . 但 
的 求解 化 成 了 通常 的 积分 , 我 们 就 可 以 认为 该 问 
照 这 种 观点 , 我 们 所 能 得 到 的 进展 也 只 能 是 很 有 限 的 , 因 
单 的 微分 方程 可 以 办 得 到 (但 说 实在 的 , 从 纯粹 应 月 
研究 它们 , 甚至 也 不 打算 列 出 这 些 类 型 ， 


只 要 问题 


J: EL. 4 


很 少 几 类 最 简 


经 是 最 重要 的 类 型 ). 我 们 在 这 上 


个 


有 效 的 一 般 方法 , 能 


多 情况 下 , 其 至 初等 函数 的 通 


前 微 


用 以 求解 较为 广泛 类 型 


rh 


常 得 到 非 初等 的 函 


E 不 


对 于 这 个 问题 你 们 F 
当 着 力 于 更 其 原则 性 


8.2” 解 的 存在 性 


可 以 在 在 


义 的 问题 . 


F 何 甚至 最 初等 的 教材 中 找到 所 需 的 材料 .我们 自 


数 , 更 


可 况 是 对 于 这 里 更 


是 解决 了 一 一 甚至 按 


的 观点 看 , 这 已 
因为 


我 们 已 经 说 过 , 积分 学 的 基本 问题 可 以 看 作 是 研究 微分 方程 解 的 最 简单 的 情 


况 . 


d 
d 


V = J(z,u) 


的 右 方 与 y 无 关 , 那么 我 们 得 到 形 如 


显 


的 方程 . 解 此 方程 很 


至 当 函 数 f(x) 是 连续 的 , 要 订 
论 (依靠 函数 f(z) 的 一 


一 般 来 说 是 不 存在 的 . 


臻 连续 怕 


(3) 


(3) 


然 等 价 于 求 积 函数 f(a). 关于 这 个 问题 , 我 们 已 经 看 到 , 其 
FE 明 积分 的 存在 ( 即 方程 (3”) 的 解 存在 ) 也 要 专门 地 讨 


E): 如 果 函 数 f(z) 只 是 有 界 , 但 有 间断 点 , 则 积分 
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从 这 一 切 我 们 可 以 预见 , 方程 (3) 的 解 的 存在 性 问题 会 复杂 得 多 , 并 且 在 任何 
情况 下 都 需要 专门 研究 , 尤其 对 于 我 们 上 面 导出 的 一 Na ean 
此 . 为 更 突出 作为 微分 方程 理论 基础 的 这 个 问题 的 基本 思想 , 我 们 应 当 尽 可 能 地 摆 
脱 纯 属 技术 性 的 复杂 之 处 . 因此 我 们 今后 限于 研究 (3 即 未 知 函 数 的 
导数 已 经 解 出 的 一 阶 方程 . 

设 函 数 f(z,y) 在 Oxy 平面 的 某 个 区 域 D 上 连续 , 我 们 来 证 明 此 时 在 该 区 
域 的 每 一 个 内 点 ”(xo, uo) 处 , 都 存在 着 函数 y = os), 在 点 mo 的 某 个 邻 域内 满 
足 方 程 (3) 且 同 时 有 yo = p(x0). 很 显然 , 区 域 D 可 能 被 认为 是 闭 的 和 有 界 的 . 

为 证 明 它 , 我 们 需要 一 个 辅助 命题 , 同时 这 个 辅助 命题 本 身 也 是 具有 独立 价值 
的 . 我 们 设 有 任意 的 定义 在 某 个 区 间 [a,9] 上 的 函数 的 无 穷 集合 5 = (F(a)). 我 们 
约定 , 如 果 存 在 某 个 正 数 M, 使 得 对 区 间 la, b) 上 的 任意 的 z 及 对 集合 S 中 的 任意 
的 函数 F(z) 都 有 |F(z)| < M, 则 称 集 合 S 为 此 区 间 上 的 有 界 集合 . 其 次 , 如 果 对 
任何 = > 0 都 可 以 找到 一 个 正 数 5, 使 得 对 集合 5 中 的 任何 函数 F(z) 以 及 对 区 间 
[a,b] 上 的 任意 一 对 满足 不 等 式 |z1 — zə| < ó 的 点 z 和 za, 不 等 式 

IF(z1) — F(z2)| < £ 

都 成 立 , 则 称 集合 S 是 在 区 间 [w, 世 上 等 度 连 续 的 . 

很 明显 , 如 果 集 合 S 在 区 间 la,b| 上 有 界 (等 度 连 续 ), 则 其 中 的 每 一 个 函数 也 
在 此 区 间 上 有 界 (一 致 连续 ). 当然 , 逆 命 题 一 般 来 说 是 不 成 立 的 . 集合 S 的 有 界 性 
以 及 等 度 连续 性 要 求 除了 该 集合 的 每 个 函数 具备 相应 性 质 之 外 , 还 要 求 该 性 质 对 于 
已 知 集合 的 所 有 函数 具有 一 致 性 . 

最 后 , 我 们 约定 , 称 量 |P, (z) — P(z)| 的 上 确 界 为 集合 S 在 区 间 |a, b] 上 的 宽 
FE. 这 里 的 z 是 区 间 |a, b] 的 任意 一 点 , P. 和 F, 是 集合 S 的 两 个 任意 的 函数 . 

引 理 (阿尔 泽 拉 - 阿 斯 科 拉 引 理 ) 。 任何 在 区 间 [o, 中 上 有 界 且 等 度 连 续 的 无 
穷 通 数 集合 S 都 包含 在 此 区 间 上 一 致 收敛 的 函数 序列 . 
证 明 分 几 步 进行 . 
1) 首先 来 证 明 无 论 正 数 = 怎样 小 , 都 存在 着 另外 的 正 数 5, 使 得 对 任何 长 度 小 
于 ó 的 区 间 [a, 8] c [a, b|, 集合 S 都 包含 一 个 无 穷 子 集 5', 它 在 区 间 [a, 8] 上 的 宽 
度 小 于 e. 由 集合 S 在 区 间 [a, b] 上 的 等 度 连续 性 , 对 任意 的 自然 数 ”都 可 以 找到 
一 个 正 数 5, 使 得 集合 S 的 任何 函数 在 任何 长 度 小 于 5 oa ， 
由 此 得 知 , 这 些 函数 中 的 每 一 个 在 区 间 [a, 8] 所 取 的 一 切 值 都 位 于 基 个 长 为 一 的 


区 间 中 . 暂 令 &, n(n 一 ¿= 2) 表示 这 样 一 个 区 间 的 端点 . 很 显然， 我 们 可 以 确定 


@ 因为 下 文 说 D 可 以 是 闭 的 , 则 这 里 解 的 存在 性 定理 应 规定 (zo, yo) 是 内 点 ，(z0, Wo) 是 边界 点 的 
情况 将 会 复杂 得 多 . 一 一 译 者 注 
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个 整数 上 使 得 & 一 1M < & < Ë M. 这 时 有 
T nN 


因为 区 间 [€ n] 含 


k 


_ (n — 


P. <£ <m< 人 
Tp Tp 
于 区 间 [— M, M] 内 , 故 有 


路 


1) <k<n-1. 也 就 是 说 , 集 


S 中 的 任何 一 个 函数 在 区 间 [a, 8] 上 所 取 的 所 有 的 值 都 属于 形 如 


的 茶 个 区 间 . 因为 这 些 区 
间 人 至 少 有 一 个 含有 S 中 无 穷 多 个 函数 在 


El k+1 


T 


M| Cn) 


<k<mn-1) 


是 无 穷 子 集 . 很 显然 , 子 集 8' 在 区 间 [a, 0] 
RO 使 得 2 — s g, 则 上 述 宽 度 小 于 s. 


2) 现在 来 证 明 集 合 S 
度 小 于 s. 为 此 , 我 们 选取 自然 数 m 充分 大 , 使 得 


广 间 个 数 有 限 , 而 集合 5 包含 有 无 穷 多 个 函数 , 所 以 这 些 区 
[o, 8) 中 之 值 . — x 9, 则 S 


上 的 宽度 不 会 超过 2 g upin 


0 J [a,b] 上 的 宽 


) 段 中 


的 证 明 , 集合 S 应 当 包 含有 无 穷 子 集 S,, 它 在 区 间 |a,a- sis: 上 的 宽度 小 于 
合 S, 包含 有 无 穷 子 集 5, 它 在 区 间 Ë cP i 上 的 


同样 的 理由 , 集 


宽度 也 小 于 s, 等 等 ， 最 后 , 我 们 得 到 了 集合 


b 


a+(m 一 2 一 
m 


也 小 于 s, 因为 Sm 
上 的 宽度 小 于 a, 我 们 的 命题 得 证 . 


S 的 无 穷 的 子 集 Sm = S, 它 在 区 间 
上 的 宽度 小 于 e. 在 这 个 区 间 以 前 的 每 一 个 区 间 上 , 它 的 宽度 
C Snm_iC.…C9 C S. 这 就 表明 , 集合 S' 在 整个 区 间 [a, b] 


3) 现在 再 来 完成 引 到 


集 , 且 一 般 地 以 S, 


的 证 明 已 是 非常 简 


的 事 了 . 我 们 以 5, 来 表示 集合 S 在 
la, 引 上 宽度 小 于 1 的 无 穷 子 集 , 以 S, 来 表示 5 在 [中 上 宽度 小 于 > 的 无 穷 子 


来 表示 在 [w, 引 上 宽度 小 于 二 的 集合 S, 的 无 穷 子 集 [根据 第 
集合 都 是 存在 ]. 设 五 (2) 


2) 段 的 证 明 , 所 有 这 些 子 


是 集合 51 中 任意 的 函数 , F(z) 


是 集合 S, 中 任意 的 不 等 于 Pi(z) 的 函数 , 一 般 的 F,(z) 是 集合 5, 中 任何 一 个 与 


Fi_1(7), Fi,_2(7), asi ,1 
F,(z) € S, H. F, P (z) € S,, 由 此 对 区 间 [a, b] 的 人 


(p= 0,1,2,.…). 


按照 柯 西 准则 由 此 得 出 : 函数 序列 P.(z), F> 


(z) 都 不 同 的 函数 . 


|,(z) — Fro(o)| < Z 


收敛 . 于 是 引 理 的 证 明 完 成 . 


现在 我 们 可 以 转 过 来 证 


因为 对 


任何 p>0 都 有 Sn+p C Sn, 则 


(zx), 


明 前 述 的 基本 定理 了 . 


E 意 的 点 x 都 有 


,F(X),… 在 区 间 [可 上 一 致 
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因为 这 个 证 明 是 以 下 面 的 思想 为 基础 的 , 而 要 掌握 这 个 思想 , 最 简单 的 是 用 它 
的 几何 解释 , 所 以 在 着 手 证 明之 前 , 看 一 看 求解 已 给 方程 (3) 这 个 问题 本 身 的 几何 
解释 将 是 很 有 益处 的 . 

该 方程 的 解 y = v(x) 的 图 像 通常 称 为 方程 的 积分 曲线 . 方程 (3) 对 区 域 D 的 
每 一 点 (z,y) 都 给 出 一 个 确定 的 方向 , 它 的 斜率 是 
= f(z,Y). 
区 域 D 的 每 一 个 点 都 带 有 确定 的 方向 , 这 样 的 点 和 方向 的 全 体 构 成 所 谓 的 方向 场 ， 
这 个 场 正 是 由 方程 (3) 给 定 的 . 这 个 方程 的 积分 曲线 就 是 这 样 一 条 曲线 , 它 上 面 每 
一 点 处 的 切线 方向 都 与 在 该 点 处 的 方向 场 的 方向 一 致 . 从 几何 上 来 看 , 我 们 寻找 方 
程 (3) 的 解 u = 2(z)( 它 在 x = zo 时 变 为 yo) 的 问题 , 也 就 是 求 该 方程 的 经 过 点 
(zo0,yo) 的 积分 曲线 . 因此 证 明 该 方程 的 解 的 存在 性 就 意味 着 : 证 明 过 该 点 至 少 有 
一 条 积分 曲线 . 

你 们 将 要 看 到 , 我 们 为 此 而 采用 的 方法 是 造 一 条 辅助 曲线 , 其 性 质 是 越 来 越 接 
近 于 积分 曲线 , 再 通过 极限 过 程 就 可 以 得 到 积分 曲线 . 

设 (zo,yo) 是 有 界 闭 区 域 D 的 内 点 , 函数 f(x,y) 在 该 点 连续 , H. M 是 函数 
| jz,g 在 该 区 域 上 的 上 确 界 . 如 果 数 a > 0 充分 小 , 则 当 

rz —a<z<z +e, -— Mao < v < yo + Ma 

时 ， 点 (x,y) 也 将 属于 区 域 D， 我 们 来 证 明 存 在 一 个 函数 y = o(z), 它 在 区 间 
[zo 一 Qa; zo + al 上 满足 方程 (3), 且 有 of(zo) = vo. 为 更 易于 看 懂 , 我 们 再 次 分 段 来 
证 明 . 

1) W zk = zo + al0 < k < n), 因此 点 ziyz2…… ;zn_1 把 区 间 [ro, zo 十 aln 

我 们 在 区 间 [zo, zo + al 上 作 折 线 y = pn(z)( 图 34)， 其 项 点 的 横 坐 标 是 zo, 
2 ,zn, 而 每 一 段 的 斜率 都 与 场 在 其 左 端点 的 方向 一 致 . 很 显然 , 它 可 以 从 zp_1 
到 zx 递 推 地 做 出 来 . 同时 纵 坐 标 yy; = pn(zk) 由 递 推 公式 


Yk = YE-1 + f(zk— 1: Uk—1)(Zk — Th-1) 
= #k—1 + f(y Ve) = (1 < k < m) 
确定 , 而 在 区 间 zi-_1 < z < z, 上 的 折线 方程 由 公式 
On(Z) 三 大 -1 十 jz 一 ZI) (1 < k < n) 


(5) 


折线 y= en(z) 在 从 z= zo 到 z= zo 十 a 的 整个 区 间 上 都 属于 区 域 D. 这 是 
很 显然 的 , 因为 只 要 证 明 
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图 34 


ly — yo < Ma (1 < k <n) 
就 够 了 . 不 过 , 证 明 更 强 的 不 等 式 
[k — Yol < E Ma (1 <k<mn) 
更 方便 一 些 ， 很 显然 这 个 不 等 式 对 大 = 0 成 立 . 如 果 它 对 某 个 人 < n 成立 , 即 点 
(zk) 属于 区 域 D, 那么 有 |f(zi,yn)| < M. 此 时 递 推 公式 (5) 给 出 
[yt1 — Yo| < [k — o| + =|f (zx ye)| 


(6) 
< Ma 
因此 我 们 的 不 等 式 对 天 二 1 也 成 立 . 这 样 
len (z) — o| < Ma (zo <S z <S zo + o), (7) 


而 整个 折线 y = e, (z) 都 在 区 域 D 内 . 因为 这 对 任何 都 成 立 , 则 特别 地 , 由 此 得 
出 函数 集合 pi(z)(n = 1,2,…) 在 区 间 [zo,zo + a] 上 有 界 . 
2) W z' 和 z” 是 区 间 [zo,zo + a] 的 两 个 点 , 并 且 为 确定 起 见 , 设 


Tk K z' < zk < :-: < mi_1 K z” < mi, 


此 时 有 


Pn(2”) 一 on 人 z) 
=|es(z”) — es (zi-1)] + |oa(zi-1) — @a(zi-2)] + `: + on(24) — @n (z) 
=(z”—mi-i)f(zi-n-1) + T [f a-2,W-a) +": + f(z6óp0)) 

+ (zk — z')f(zk-1; Ye-1). (8) 


从 这 个 基本 关系 我 们 现在 可 得 一 系列 推论 . 
我 们 首先 来 证 明 函 数 o, (z) 的 集合 (n = 1,2,…) 在 区 间 [zxo, zo + a| 上 等 度 
连续 . 实际 上 , 关系 式 (8) 给 出 
[pn(2”) — @n (z”)| 
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=M(z” — 7x). (9) 
由 此 直接 看 出 , 当 |x” 一 x 充分 小 时 有 |o, (z) — en(z)| < se, 不管 点 x 与 zx” 的 
位 置 怎样 以 及 是 怎样 的 数 . 
3) 因为 函数 o, (z) 的 集合 在 区 间 [zo, zo + al 上 有 界 且 等 度 连续 , 则 由 所 证 明 
的 引 理 , 它 应 包含 有 在 此 区 间 上 一 致 收敛 的 函数 序列 . 因此 今后 我 们 将 只 考虑 这 个 
序列 , 而 且 我 们 可 以 毫 无 顾虑 地 仍旧 以 pi(z),p2(z),… ,pn(z),… 来 表示 它 . 也 就 
是 说 , 当 一 co 时 pn(z) 一 2(z) 对 zo < z < zo +o 一 致 成 立 . 现在 我 们 来 证 
明 , 以 这 种 方式 确定 的 函数 p(x) 满足 所 求证 的 定理 的 所 有 条 件 . 因为 对 任何 ”都 
有 on(Z0) = Yo, 所 以 首先 有 2(Z0) = Yo. 
4) 我 们 来 证 明 当 zo < z < zo+o 时 函数 p(x) 满足 微分 方程 (3). 设 给 定 任意 的 
g > 0. 由 函数 f(x,y) 的 连续 性 及 区 域 D 的 有 界 性 和 闭 性 可 知 , 存在 ó > 0, 使 得 对 
区 域 D 的 任意 两 点 (61.4) 和 (&2,m2), 只 要 有 不 等 式 |&2 — G| < ó, lm 一 人 | < 2 Mó, 
则 必 成 立 不 等 式 


s< 


|f(é2,72) — f(b1,m)| < =. 
DE FE, 记 o, (zi) = t. 由 不 等 式 (9) 我 们 得 到 , 当 z < z, < z” 时 ， 


[i — @x(z')| < M(zi — z') < MO — z). 


又 因为 对 充分 大 的 n 有 
[ex (z) — p(T) < M(z” — z), 
所 以 
lyi — p(T)| < 2M(z” — z). 
因此 , 如 果 |z” — z'| < ó, 则 对 充分 大 的 nn 以 及 z' < z, < z”, lJ 


z; — Z| <ó, | — u] < 2Mó, 


这 里 设 y = e(z'). 由 此 按 数 5 的 定义 , 当 z < z, < z” PF, 对 充分 大 的 n, 我 们 


|f (zi, Yi) f(r, )| <€ 


f(z',y) 一 和 < J (Ti, Yi) < f(x,, u) +e. 
如 果 对 式 (8) 右边 的 每 一 项 应 用 此 估计 式 , 则 我 们 很 显然 得 到 : 当 0<x — z < ó 
以 及 n 充分 大 时 有 
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< |f(z,y) + g](z” — z). 


因为 此 不 等 式 的 左右 两 边 都 与 n 无 关 , 则 取 极 限 得 到 , 在 唯一 的 条 件 |z” — z'| < ó 
之 下 有 


或 者 , 同样 地 有 


OO) = 人 (zo < z “< zo +o) 

("4 z = zo 时 2'(z) 当然 表示 右 导 数 ). 

5) 最 后 , 因为 我 们 很 显然 可 以 完全 类 似 地 对 于 区 间 [zxo 一 a, zo] 得 到 这 个 结果 ， 
所 以 p(x) 满足 定理 的 所 有 条 件 . 这 样 一 来 我 们 的 定理 得 证 . 

我 们 确定 的 函数 y = o, (z) 的 图 像 是 折线 , 这 条 折线 每 一 段 的 方向 都 与 其 左 端 
点 处 场 的 方向 一 致 . 随 着 ”的 无 限 增加 , 每 段 折线 的 长 度 减 小 . 也 就 是 说 , n 越 大 ， 
在 越 来 越 密 的 折 点 处 折线 的 方向 与 场 的 方向 一 致 . 因此 自然 期 望 , 如 果 这 些 折线 有 
极限 曲线 (`4 n 一 co 时 ), 那么 这 个 曲线 的 方向 将 与 场 的 方向 在 每 一 点 处 一 致 , 即 
这 就 是 积分 曲线 . 极限 函数 的 存在 性 (如 果 不 是 对 整个 函数 序列 en(z), 那么 至 少 是 
对 某 个 子 序列 有 极限 存在 , 这 对 我 们 的 目的 而 言 并 没有 区 别 ) 已 经 在 预备 引 理 中 证 
明 . 余下 的 只 需 以 严格 的 准确 的 讨论 来 证 实 我 们 期 望 的 正确 性 , 我 们 已 做 到 了 这 一 
局 


8.3 解 的 唯一 性 


在 一 定 条 件 下 保证 方程 (3) 的 解 存 在 的 定理 , 其 重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 当 有 必 
要 解 茶 个 微分 方程 时 , 我 们 是 要 耗费 一 点 力气 的 , 有 时 甚 全 是 相当 大 的 力气 : 我 们 
试图 把 求解 化 为 “ 求 积 法 ”( 最 简单 的 积分 ), 如 果 这 不 行 , 那么 应 用 通常 的 某 种 近似 
计算 法 . 要 使 我 们 的 这 种 活动 成 为 明智 之 举 , 当然 应 该 相信 所 求 的 对 象 实际 上 存在 . 
因为 如 果 方程 完全 没有 人 解 , 那么 我 们 的 努力 就 白费 了 . 

关于 所 求解 的 唯一 性 当然 也 是 重要 的 . 设想 我 们 所 提问 题 的 结论 是 : 未 知 函 数 
y = e(z) 应 当 满 足 方程 (3), 且 当 z = zo 时 等 于 yo， 如果 方程 (3) 的 这 种 解 找到 
了 , 则 我 们 认为 问题 上 只 是 在 这 种 情形 下 才 解 决 了 的 , 即 相 信和 方程 (3) 不 存在 任何 故 
外 的 解 满足 同样 的 初始 条 件 w(zo) = yo. 因为 如 果 这 样 的 解 有 几 个 , 那么 我 们 就 不 
可 能 确信 , 问题 的 解 恰好 是 我 们 所 找 的 那个 , 甚至 即使 我 们 找 出 了 方程 (3) 的 所 有 
这 样 的 解 , 一 般 来 说 仍然 没有 理由 判定 其 中 哪 一 个 解答 了 所 提 的 问题 . 
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十 分 重要 的 是 , 即使 满足 上 面 证 明 未 知 解 的 存在 性 的 那些 条 件 ( 即 仅 假设 函数 
f(z,y) 在 已 给 的 区 域 D 上 的 连续 性 ), 我 们 还 不 能 保证 该 解 的 唯一 性 . 有 这 样 的 情 
JÉ: 函数 f(z,y) 在 区 域 D 上 连续 , 但 是 却 存在 方程 (3) 的 儿 个 当 x = zo 时 等 于 wm 
的 解 . 然而 , 只 要 对 函数 f(z,y) 的 要 求 稍 多 于 简单 的 连续 性 , 就 可 以 保证 解 的 唯一 
性 . 其 中 最 方便 的 形式 之 一 是 一 个 更 强 的 条 件 , 它 可 表述 成 : 存在 正 的 常数 k. 使 得 
对 区 域 D 的 任意 的 点 (x, y1) 和 (zx, y2) 有 

[f(x,y1) — f(z,u2)| < Klys — 12]. (A) 
说 实在 的 , 这 个 条 件 还 不 是 条 件 中 最 宽 的 , 但 多 数 实际 人 磁 到 的 情况 能 满足 它 , 并 且 
由 于 它 很 简单 , 所 以 它 是 很 方便 应 用 的 . 

这 样 一 来 , 就 需要 证 明 : 如 果 函 数 f(x,y) 在 区 域 D 上 连续 且 满 足 条 件 (A)” 
则 方程 (3) 当 x = zo 时 等 于 yo 的 解 y = w(x) 是 唯一 的 . 

我 们 假定 , 有 两 个 函数 oil(zj,pa(z), 当 zo 一 a < z < zo + o 时 都 满足 方程 (3)， 
是 有 21(Z0) = 22(Z0) = yo. 设 

@2(z) — p1(7) = o (z), 
因而 w(zo) = 0. 此 时 , `4 zo — w < z < zo + a 时 有 


ez - “| =- lz,pa(z)) — jcyea(z))| 


<hlez 人 -Pt 人 (10) 
我 们 以 来 表示 函数 |w(z)| 在 区 间 s| 和 [zo — ov, zo + oa] 中 的 


2k 
较 小 一 个 上 的 最 大 值 ( 记 这 个 区 间 为 [zo — r, zo + r], 其 中 r 表示 数 a 与 去 z 中 较 
小 的 一 个 ). 由 函数 |w(z)| 的 连续 性 可 知 , 这 个 最 大 值 在 某 个 确定 的 z = 处 达 
到 : |w(zi)| =. 应 用 关系 式 (10) 和 第 一 中 值 定理 , 我 们 得 到 


d 
p= lle = le) -weol=|| Ea 
zo 
< |. 二 <#l| a de 


1 
< ku: |z1i — zo| < kn: 5 三 


由 此 得 到 n= 0. 这 表明 当 zo — r < z < zo + r. 时 
MUR r= Z= < a, 则 总 会 有 


2: 
w(z) = 0. 如 果 7 = a, 定理 得 证 . 


@ 这 条 件 称 为 利 普 希 欧 条 件 . 一 一 译 者 广 


dz 的 绝对 值 , 因为 有 可 能 zl < zo, 这 时 原 式 就 不 对 了 . 在 取 了 绝 


@ 我 们 在 这 里 取 了 积分 人 
TO 


dw 


=E dz| hi, 就 不 必 分 成 zo < zl 与 x1 < zo 两 种 情况 了 . 


对 值 | 
zo 
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1 1 
wW 20 — ok = w Zo + x = 0. 


因此 我 们 可 以 逐次 利用 点 zo — 元 及 zo + 元 IV z = zo 作为 始点 来 重复 我 们 的 


讨论 . 这 使 得 我 们 可 以 断定 , w(z) = 0 或 者 在 区 间 Ë 二 "i 上 成 立 ， 
或 者 在 区 间 [zo — au m + a] 上 成 立 . 如 果 是 前 一 种 情况 , 则 继续 这 个 过 程 充分 多 次 ， 
显然 我 们 可 把 使 得 w(z) — 0 的 区 间 扩展 到 [zo — azo + o], 于 是 定理 最 终 得 证 . 


8.4” 解 对 参数 的 依赖 性 


如 果 一 个 微分 方程 来 自 某 个 具体 的 问题 , 则 此 方程 总 会 包含 一 定数 量 的 参数 ， 
它们 决定 了 所 研究 现象 的 特定 条 件 . 例如 在 本 讲 开 始 时 作为 例子 引入 的 问题 中 , 这 
些 参数 就 是 : 容器 的 容积 a、 液体 的 流速 5 以 及 在 第 一 个 容器 中 最 初 含有 的 盐 量 c. 
所 有 这 三 个 数 当 然 包含 在 我 们 所 列 的 方程 之 中 . 同样 地 , 该 方程 的 任何 解 都 将 与 这 
些 参数 有 关 . 这 样 , 如 果 希 望 强调 这 种 关系 , 我 们 就 应 当 把 方程 (3) 写成 

dy 
dz 


f (x,Y, Dp1, Pp2,: 9 ,Dr )， 


U = p(Z,Dl Da2 Dr)， 
其 中 pi,p2,… ,pr 是 刚才 讲 到 的 参数 . 
不 难 明白 , 对 于 应 用 问题 , 所 得 到 的 微分 方程 的 解 对 这 类 参数 的 依赖 性 的 性 质 
有 具有 十 分 本 质 的 意义 , 尤其 重要 的 是 , 证 明 这 种 依赖 性 是 连续 的 . 实际 上 , 参数 的 值 
通常 是 作为 某 种 测量 的 结果 而 得 到 的 , 因此 我 们 通常 得 到 的 不 是 绝对 准确 的 而 只 是 
其 近似 值 , 带 有 某 个 尽管 是 很 小 的 误差 . 因此 , 如 果 参 数值 的 微不足道 的 改变 会 使 
函数 yp(z,pi,p2,… ,pr) 可 能 有 相当 大 的 变化 , 则 问题 的 这 类 解 在 实践 中 是 毫 无 用 
处 的 . 对 于 实际 目标 适用 的 只 是 这 样 的 解 : 对 于 参数 的 微小 变化 , 它 本 身 也 只 有 微 
小 的 改变 . 因此 , 近似 地 知道 参数 的 值 , 我 们 就 能 够 近似 地 找到 这 些 解 的 值 . 但 很 显 
然 , 这 个 性 质 确 切 的 数学 表示 就 是 函数 p(x,p1,p2，… p.) 关于 参数 pi,p2,… ,pr 
我 们 现在 来 证 明 : 如 果 函 数 f(z,y,pi,p2,… ,pr) 关于 茶 一 个 参数 p; 连续 , # 
且 这 个 连续 性 关于 区 域 D 上 点 (z,y) 的 位 置 是 一 致 的 , 则 车 前 面 证 明 方程 (3) 的 
解 的 存在 性 及 唯一 性 时 的 那些 条 件 不 变 , 这 些 解 也 是 参数 p; 的 连续 函数 .因为 这 
里 讲 的 是 对 每 一 个 个 别 的 参数 , 所 以 如 果 为 书写 简单 计 我 们 设 函 数 f 只 与 一 个 参 
数 p 有 关 (函数 o 是 同样 的 ), 那么 我 们 的 证 明 一 点 也 不 失 一 般 性 . 
这 样 一 来 , 我 们 假定 函数 f(x,y,p) 对 其 所 有 的 三 个 自 变量 连续 , 这 里 点 (zx,y) 
位 于 闭 区 域 D 内 , 参数 p 属于 某 个 区 间 d, 此 外 还 假设 若 (x,y1) € D,(z,y2) € D 
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以 及 ped, 则 
[f(z,y1,7) — f(z,12, p)| < klyi — yol, (A”) 


我 们 可 以 断定 此 时 方程 


他 = f(yn) (3) 
当 z = zo 时 等 于 yo 的 唯一 解 y = yp(z,p) 在 区 间 d 上 关于 p 连续 . 

为 了 给 出 证 明 , 我 们 回 到 前 面 证 明 方程 (3) 的 解 的 存在 的 步骤 , 并 且 研 究 我 们 
在 那里 所 建立 的 函数 on(z) 对 参数 p 的 关系 的 性 质 . 当然 , 我 们 现在 将 把 它 写 成 
pn(7x,p). 借助 于 递 推 关 系 式 (5) 定义 的 量 很 显然 也 与 p 有 关 : y; = yi(p), 且 公 
式 (5) 成 为 


— 


yi(p) = i—1(p) + f(aas ia (p), p) =: (11) 


于 我 们 的 假设 , 函数 f(zx,y,p) 关于 参数 p 连续 , 对 任意 的 。 > 0 都 存在 


ó > 0, 使 得 


[f(x,y,p+h)— f(z,u,p)| < £ (12) 


当 |h| <6,pEd,p 二 hed,(zx,y) € D 时 成 立 . 由 公式 (11) 


yi(p+h) — yi(p) = Yi(p+h) — Yi(p) 
+ faenapi ,p+h) — Fen yp),p)} (1 < < n). 
为 简单 计 , 设 
yi(p+h)— yi(p)= A, (0<i<n), 


因此 


Ai=Ai1+ {f(t 有 p+ fo myo),D} (1<ign). (13) 


花 括 号 内 的 式 子 可 以 写成 


f(Ti1, gi-i(p+ h),p+ h)— fri1, yi-1(p), p+ h) 
+J(zi ii Ai(p),p+ h) — f(zi- 1 yi-1(P), p). 


H (A”) 知 , 这 些 差 中 的 第 一 个 绝对 值 不 超过 |Ai_1|; H (12) 知 , 第 二 个 差 绝 对 值 
小 于 s. 这 样 一 来 我 们 得 到 


k 
|A,| < |A; I| + {hlAs +e} = = +|A; |(1 + x. (1 <i<m. 
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应 用 此 佑 计 式 于 右边 式 子 的 量 |A,_,| 并 重复 这 个 过 程 , 我 们 得 到 关系 式 


a< f 
Nn nn 


W n m 有 
~ x Km ~ n T Km m 


-着 (+ 的 


这 就 是 说 , 当 |h| < ó 时 我 们 有 


l (p+ h 
或 者 , 同样 地 有 


< 中 人 °) | < L (es 1) (1 <i<n). 


)— wo)| < (etl) (gign), 


[pn(zip+th)— gx (zi, p)| < lel1) (n=1,2,. ;1 < i < m); 


k 


但 在 每 一 个 区 间 [z i, zi 上 函数 pn(z,p) 及 pn(z,p 十 h) 都 是 线性 函数 , 又 因为 不 


len(zp 十 有 一 pro 人 | < Z (es — 1), 
像 我 们 刚刚 看 到 的 , 当 |h| < 5 时 , 在 每 一 个 这 种 区 间 的 端点 处 成 立 , 它 必然 也 应 对 


整个 该 区 间 成 立 , 即 在 整个 


区 间 [zo 一 azo + al 上 成 立 . 由 数 = 的 任意 性 , 这 就 意 


味 着 , 函数 集合 en(z,p) 在 


区 间 d 上 关于 参数 p 等 度 连续 . 我 们 以 5 来 表示 这 个 


E, 则 这 个 集合 (序列 )5 包含 一 个 子 序列 5', 而 它 关 于 z 在 区 间 [zo — oa zo 十 al 


上 一 至 收敛 于 函数 p(z,p). 


子 集 的 序列 8' 很 显然 也 是 关于 参数 p 等 度 连续 的 集合 . 因此 由 前 面 证 明 过 的 引 理 ， 


函数 o(z,p) 也 就 是 方程 (3”) 的 解 . 但 作为 集合 S 的 


它 应 当 包 含有 在 区 间 d 上 关于 p 一 致 收敛 (当然 是 收敛 于 函数 o, (z, p)) 的 子 序列 
S”. 因为 所 有 的 函数 o, (z, p) 都 关于 p 连续 , 所 以 函数 yp(z,p) 在 区 间 d 上 关于 p 


也 连续 . 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
正如 我 们 了 解 的 , 方程 
值 唯一 确定 的 , 故 函数 p(z) 


(3) 的 解 在 我 们 的 条 件 下 是 由 当 z = zo 时 它 所 取 的 yo 
于 数 zo 及 yo 的 改变 而 改变 , 因此 w(z) 本 质 上 是 三 


个 自 变 量 的 函数 p(z,z0,yo). 按照 我 们 上 面 所 说 的 原因 , 解 p(z,zo,yo) 对 这 些 “ 初 


始 值 ”的 关系 的 性 质 也 具有 本 质 的 意义 , 不 仅 是 理论 上 的 意义 , 而 且 也 是 实际 上 的 
意义 . 又 然 看 来 可 能 认为 这 是 一 个 新 问题 , 不 能 化 为 我 们 刚刚 研究 过 的 解 对 参数 的 
依赖 性 问题 , 因为 数 zo 和 yo 并 不 是 显 式 地 含 于 函数 f(z,y) 中 . 但 实际 上 这 种 化 
约 是 完全 可 能 的 . 实际 上 , 如 果 我 们 用 关系 式 


2 一 Z0 十 Zr 4⁄= 1 + 


在 方程 (3) 中 既 变换 自 变量 , 又 变换 未 知 函数 , 以 z* 和 y* 为 新 的 自 变 量 和 未 知 函 


数 , 方程 (3) 将 成 为 


dy* 本 š 
= = J(zo + 2”,yoty), (3!) 


8.5 变量 替换 . 167 . 


同时 要 求 找 出 此 方程 当 z* = 0 时 等 于 零 的 解 . 在 这 里 , zo 和 yo 已 经 显 式 地 作为 方 
程 右边 的 参数 而 出 现 . 设 


u" = e" (z*,zo,10) (14) 
是 方程 (3”) 的 解 . 由 我 们 刚刚 证 明 的 定理 , 它 关 于 zo 和 wo 是 连续 的 , 因为 函数 
f(zo + z*, wo + U") 是 对 它 的 两 个 自 变 量 都 连续 的 函数 , 因而 自动 地 关于 zo 和 wo 
连续 . 但 为 得 到 所 求 的 方程 (3) 的 解 , 很 显然 应 当 在 式 (14) 中 从 新 变量 变 回 到 老 变 


E. sss 
Br, 这 就 给 出 


U = P(x, zo, Yo) = Yo + e" (z — Zo; Zo; 10); 
由 此 直接 得 出 , 这 个 解 对 于 初始 值 zo 和 yo 连续 . 
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你 们 了 解 ， 当 积分 一 个 函数 时 , 将 问题 化 简 , 有 时 甚至 完全 解决 此 问题 的 最 有 
效 的 方法 之 一 是 变换 积分 变量 ( 即 所 谓 “ 变 换 法 ”). 在 求解 微分 方程 时 , 这 种 方法 
也 是 最 有 力 的 工具 之 一 . 其 灵活 性 在 这 里 还 会 大 大 的 增强 , 因为 既 可 以 变换 自 变量 ， 
又 可 以 变换 未 知 函 数 . 正如 我 们 在 本 讲 开 始 时 所 看 到 的 , 如 果 变 量 可 以 “分 离 "( 这 
就 表明 , 通过 乘 和 除 可 把 方程 化 为 形式 M(y)dy + N(z)dz = 0, 其 左边 的 每 一 项 中 
只 出 现 变量 z,y 中 的 一 个 ), 则 微分 方程 的 求解 容易 化 为 求 积 法 . 通常 的 变量 蔡 换 
也 正 是 以 此 为 目的 的 . 通过 变换 自 变 量 x 或 者 变换 未 知 函 数 y, 或 者 同时 变换 两 者 ， 
我 们 时 常 可 以 得 出 新 的 已 经 可 以 分 离 变 量 的 方程 , 来 代替 变量 没有 分 离 的 方程 . 尽 
管 通过 这 种 途径 可 以 化 为 求 积 法 的 微分 方程 的 类 型 还 是 很 有 限 的 , 它 总 还 包含 了 一 
系列 最 简单 的 、 也 是 实际 中 最 常 遇 到 的 类 型 , 因此 变量 替换 法 具有 很 大 的 实际 意义 . 

这 里 首先 是 一 阶 方程 中 所 有 的 线性 方程 , 即 在 其 中 无 论 未 知 函 数 y, 还 是 其 导 
数 y 都 只 以 最 高 为 一 次 肾 的 形式 出 现 . 这 类 方程 的 一 般 形式 是 


u 十 万 (z)y 十 户 (z) = 0, (15) 


其 中 有 (x) 和 fə(z) 是 z 的 给 定 的 连续 函数 . 所 有 这 类 方程 都 可 以 用 同一 种 方法 化 
为 变量 可 分 离 的 形式 . 
为 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 研究 方程 


z+ fi(x)z=0, (16) 


N 


中 z 表示 未 知 函数 . 这 个 方程 与 方程 (15) 是 同一 类 型 , 只 是 没有 “自由 项 * 户 (z) 
中 的 变量 立即 可 以 分 离 : 


N 


本 十 万 (z)dz = 0, 
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且 积 分 后 给 出 ee 
jn 一 十 | fi(w)du = 0. 


Z0 zo 


对 我 们 的 目的 , 只 要 求 方程 (16) 的 某 一 个 解 就 够 了 . 我 们 设 zo = 1, 因此 


mz+| hodu=o 
由 此 得 


也 就 是 说 , 方程 (16) 的 解 通过 一 次 求 积 就 得 到 了 . 
为 将 一 般 的 方程 (15) 化 为 求 积 法 , 我 们 在 其 中 用 关系 式 


* 


y= p(T)Y 


来 变换 未 知 函 数 y, 其 中 yr 是 新 的 未 知 函数 , 而 p(x) 是 由 公式 (17) 确定 的 方程 
(16) 的 解 . 此 时 方程 (15) 的 形状 是 


pT) tp (TY + f(z) pr) + fə(z) = 0, 


pz)y” + fa (z) = 0; 


Pz) + fi(z)e(z) = 0; 


由 此 得 tz) 
x _ _ J2U2 J Pi G)du 
— sbs 
因而 有 


y= (z) = —e s hi(u)du {| fa(v)elso (Wdugy + c) . 
Zo 


这 是 方程 (15) 的 通 解 , 从 中 以 适当 的 方式 选择 常数 C 就 可 得 到 其 所 有 特 解 . 例如 ， 
如 果 我 们 想 要 当 z = zo 时 有 y = yo, 那么 从 通 解 中 得 到 yo = —C, 于 是 所 求 的 特 
解 的 形状 是 


y= e Te i (Wau [x 会 | Rall hg) . (18) 
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这 样 我 们 看 到 , 求解 方程 (15), 通过 适当 选择 未 知 函数 的 变换 化 为 依次 求 积分 
两 次 . 作为 例子 , 我 们 继续 本 讲 开始 时 研究 的 问题 的 求解 . 
我 们 在 那里 得 到 的 方程 是 


很 显然 , 它 是 (15) 那 种 类 型 的 方程 . 在 这 里 , 户 人 = 二 且 户 (人 
外 有 to = 0 时 yo = 0, 因为 在 时 刻 上 = 0 时 第 二 个 容器 完全 不 含 盐 我 们 有 
fo fi(wdu = 于 是 公式 (18) 给 出 


b . bc b b bc b 
y=e et 人 +| Zetta) = 一 ie at. (19) 
0 a G 


此 式 完全 解答 了 所 提出 的 问题 . 研究 所 得 到 的 函数 , 我 们 容易 发 现 : 第 二 个 容 
器 中 盐 的 数 量 一 开始 是 增加 的 , 然后 从 时 刻 + — 起 开始 减少 且 当 £ — oo 时 趋 近 

= EPP, = 2 时 此 容器 中 盐 的 数量 最 大 ， 这 个 数量 等 于 < 重要 的 是 , 这 个 最 
大 的 数量 既 与 4 无关 也 与 5 无 关 . 相反 地 , 第 二 个 容器 内 盐 达 到 最 大 含量 所 需 的 
时 间 与 a 和 5b 有关, 但 却 与 c 无 关 . 研究 函数 (19) 就 能 得 到 所 有 这 一 切 , 以 及 这 个 
现象 的 其 他 整体 特性 . 我 们 看 到 , 解 微分 方程 在 此 实际 上 使 我 们 得 到 关于 整个 过 程 


的 所 有 必需 的 整体 知识 , 而 微分 方程 自身 却 具 能 给 我 们 以 参与 此 过 程 的 数量 之 间 瞬 
时 的 (局 部 的 ) 关 系 . 
另 一 类 常见 的 , 通过 简单 地 变换 未 知 函 数 就 可 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 类 型 是 所 


谓 的 齐 次 方程 , 其 = 一 般 形 状 是 à 
2/ UN. 
s (20) 
特别 地 , 经 常 遇 到 的 方程 


P(z,u)du = Q(z, u)dz, 
(其 中 P(x,y) 和 Q(z,y) 都 是 n 次 的 齐 次 多 项 式 ) 就 属于 这 种 类 型 . 实际 上 容易 看 
出 , 这 类 齐 次 多 项 式 , 在 除 以 zx? 后 变 成 关于 变量 4 x J uN, 此 在 关系 式 


dy Q(z,y) Ol 


dr P(xz,y) P(x,y) :zn 
的 右边 ， 分 子 和 分 母 都 是 比 ~ 2 的 有 理 整 函数 , 而 这 就 表明 , 整个 右边 是 这 个 比 的 有 
理 函 数 . 
在 方程 (20) 中 , 用 关系 式 y = zy* 来 变换 未 知 函 数 , 我 们 就 将 它 化 为 形式 
u" + z = f(yw*), 由 此 得 


dy” f(y)—y 
dz z ; 
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或 者 
dy _ dz 
Hy) m 
这 时 变量 已 经 分 离 , 积分 后 容易 得 到 z 通过 y* 表示 的 表达 式 . 如 果 此 式 关 于 y* 唯 
一 可 解 , 则 从 中 我 们 反 过 来 也 可 得 到 ° 用 z 表示 的 表达 式 , 从 而 也 得 到 y 用 zx 表 
示 的 表达 式 . 一 般 情况 下 , 这 个 关系 式 是 把 y*, 从 而 也 把 y 确定 为 x 的 “ 隐 ” 函数 
的 . 


8.6 ”方程 组 和 高 阶 方程 
结束 本 书 前 , 我 们 再 来 简略 谈 谈 一 阶 微分 方程 组 的 问题 以 及 高 阶 方程 的 问题 . 
设 我 们 有 x 个 一 阶 微分 方程 构成 的 方程 组 , 包含 有 同一 个 自 变量 z 的 n 个 未 


Yi= pit) (1 <¿< m) 


为 这 个 方程 组 的 解 . 假设 已 知 方程 组 关于 导数 ee < i < m) 已 经 解 出 , 因而 形 如 


dyi 
了 = fi(z,1, 2, Yn) (1 < < "n. (21) 


为 方便 计 , 我 们 在 这 里 称 变量 x,y,… ,y,, 的 值 的 总 体 是 一 个 “点 ">， 这 当然 是 在 
n+1 维 空间 中 的 点 . 我 们 此 后 在 所 有 的 地 方 都 将 假定 所 有 的 函数 f; 都 在 该 空间 的 
某 个 区 域 D 内 连续 . 任何 函数 组 y = pi(z)(1 < i < n) 在 该 空间 内 的 几何 图 形 都 
是 某 条 曲线 . 如 果 已 给 的 函数 构成 方程 组 (21) 的 解 , 那么 我 们 将 称 表示 它们 的 曲线 
为 方程 组 (21) 的 积分 曲线 . 这 个 几何 术语 在 此 不 仅 以 其 直观 性 而 特别 有 益 , 更 重要 
的 是 , 通过 它 , 对 方程 组 的 许多 表述 和 讨论 都 可 以 像 对 一 个 方程 一 样 , 以 同样 的 格 
式 和 术语 进行 . 

例如 , 我 们 可 以 完全 简单 地 把 解 的 存在 的 基本 定理 说 成 : 过 区 域 D 的 每 一 点 
都 至 少 可 以 引 一 条 积分 曲线 . 当然 , 解析 地 就 要 说 成 : 无 论 属于 区 域 D 的 n+1 数 
组 zo) ,gt 0) 是 怎么 样 的 数组 , 都 存在 函数 组 y; = o (z)( < i < n), 在 
某 个 区 间 zo 一 a < z < zo 十 a 上 满足 方程 组 (21) 且 有 wi(x0) = yo <i<n). 相 
较 于 一 个 方程 的 情形 , 对 方程 组 证 明 这 个 定理 只 是 在 纯粹 技术 性 的 方面 复杂 一 些 . 
它 的 基础 是 一 个 引 理 , 而 且 与 我 们 前 面 用 过 的 完全 类 似 . 该 引 理 可 以 直接 证 明 , 也 
可 以 作为 我 们 以 往 的 引 理 的 推论 而 得 出 . 后 一 种 方法 特别 简单 : 在 这 里 , 集合 的 元 
素 不 是 个 别 的 函数 , 而 是 由 > 个 函数 所 构成 的 组 (三 (x),… , F,,(z)), 有 时 称 它 为 n 
维 向 量 , 记 作 F(z), S 就 是 这 些 n 维 函 数 向 量 的 集合 : 
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S = {F(z), Fa(2), ,Fn(z)} = {F(z)}. 
需要 证 明 : +; S 作为 函数 向 量 的 已 给 的 集合 是 有 界 的 且 等 度 连 续 的 , 那么 可 以 选 
取 函 数组 序列 FD(z), (2),… ,了 D(z),… , 它 在 某 个 已 知 区 间 上 一 致 收 伍 . 这 
就 意味 着 , 设 
F(9)(a) = (PL. (z), Esa (z), Fa (2)) (k=1,2,..), 


则 得 到 n 个 函数 序列 


FPok(z) (k=1,2,..……;1 < í < n), 


其 中 的 每 一 个 都 在 已 知 区 间 上 一 致 收敛 . 证 明 如 下 . 由 前 面 的 引 理 , 我 们 可 以 找 出 
函数 组 序列 S,, 使 得 序列 FL, (z) 在 已 知 区 间 上 一 致 收敛 . 依据 同样 的 引 理 , 从 这 
个 函数 组 序列 可 以 选择 子 序列 , 使 得 第 二 个 函数 序列 F, (z) 也 在 已 知 区 间 上 一 致 
收敛 . 重复 这 个 过 程 n W, 我 们 很 显然 得 到 了 一 个 函数 向 量 序列 , 这 个 函数 向 量 序 
列 其 实 是 n 个 函数 序列 LF; (2))(1 < í < m), 即 这 个 向 量 的 各 个 分 量 的 序列 , 它们 
都 在 已 给 的 区 间 上 一 致 收敛 , 这 就 证 明了 新 推广 的 引 理 . 
存在 性 的 基本 定理 的 进一步 证 明 同 我 们 以 往 的 讨论 十 分 相似 ， 作 为 指导 方针 ， 
里 最 方便 的 是 采取 几何 解释 . 像 以 往 一 样 , 我 们 作出 某 个 折线 集合 , 每 段 折线 的 长 
可 以 任意 小 , 并 且 根据 证 明 过 的 引 理 , 我 们 从 此 折线 集中 选取 一 致 收敛 于 某 条 曲线 
的 序列 , 对 此 曲线 我 们 可 以 用 以 往 的 方法 (稍微 复杂 一 些 , 要 作 一 些 自明 的 纯 技 术 性 
的 修改 ) 证 明 它 是 方程 组 (21) 的 积分 曲线 . 这 条 曲线 经 过 已 知 点 (zo). ... 0), 
因为 所 作 的 所 有 折线 都 经 过 它 . 
过 已 知 点 的 积分 曲线 的 唯一 性 可 以 像 以 往 一 样 证 明 , 只 对 函数 f 添加 一 些 补 
充 条件 . 这 些 条 件 中 最 简单 的 形式 完全 类 似 于 条 件 (A) 且 归 结 为 要 求 在 整个 区 域 
D 上 满足 不 等 式 


` 


1 1 2 2 z 
[Fey 09) — Fo OSE ly yy G <i<n), 
j=1 


中 大 是 某 个 正 的 常数 " 
我 们 对 于 高 于 一 阶 的 方程 没有 时 间 讨论 了 . 只 是 指出 , 任何 n 阶 方程 


N 
人 


F(T YY ,ee , 0) = 0 (22) 


的 求解 都 可 以 化 为 求解 一 阶 方 程 组 . 实际 上 , 我 们 研究 以 下 形状 的 方程 组 , 它 由 含 
fl n 个 未 知 函 数 jj,y2,… ,yn 的 nn 个 方程 构成 : 


@ 它 称 为 关于 函数 向 量 ( 户 (z, gp ;yn),… Jaa, ,yn)) 的 利 普 希 茨 条 件 . 一 一 译 者 注 


.172. 第 八 讲 微分 方程 


P(r, Yi, 12, Kab EE Ry 0, 


11 — 1⁄2, 
Y2 二 Y3) 
本 
Yn—1 — Yn 


开 且 设 我 们 找到 了 该 方程 组 的 解 


yi= 0 (z) (Il&ign). 


此 时 由 方程 组 (23) 得 

@1(z) = @2(z) = yo, 

oO1(z) = @5(z) = @s(z) = ys, 

er (z) = @z(z) = e; (z) = @4(z) = Ya 


et D(z) = p28) =... = pn (1) = yn 
et) (z) = L, 
因此 方程 组 (23) 中 的 第 一 个 给 出 
F(zpi(ohpot(o) eof)(z)) = 0, 
即 函 数 y = pli(z) 是 方程 (22) 的 解 . 
反之 , 设 函 数 y= 2(z) 满足 方程 (22). 令 

= p72),Y = (2), ,Yn = PN (z), 
我 们 直接 看 到 , 函数 组 (yi,y2,… ,yi) 构成 方程 组 (23) 的 解 ， 这 就 是 说 
(22) 的 所 有 解 和 求 方程 组 (23) 的 所 有 解 实际 上 完全 是 可 以 互 化 的 . 


, 求 方程 


(23) 


这 本 书 的 另 一 位 译 者 王 会 林 已 经 看 不 到 自己 的 劳动 成 果 了 . 王 会 林 是 武汉 大 
学 数学 系 1969 年 的 毕业 生 , 后 来 长 期 在 囊 阳 师范 专科 学 校 教 数学 . 1996 年 , ft 436 


作为 访问 学 者 , 重 回 母校 再 读 一 年 . 可 惜 进修 尚 未 完成 , 他 就 因 肝 病 不 地 辞世 当 


时 我 们 曾 讨论 , 如 果 学 习 某 个 专门 的 分 支 , 学 完 后 写 篇 文章 , 短期 内 也 许 会 受益 , 但 
是 过 一 段 时 间 , 学 到 的 东西 就 会 逐渐 淡忘 , 自己 的 工作 水 平 也 不 会 有 太 大 进展 , 那 


么 这 样 做 有 什么 意义 呢 ? 于 是 , 我 们 决定 找 一 个 共同 有 兴趣 的 问题 一 一 “怎样 教 好 


数学 分 析 课 ”, 在 这 一 段 时 间 里 认真 思索 一 下 . 这 么 多 年 来 , 他 一 直 在 教 这 门 课 , 而 


我 却 多 年 没有 接触 它 了 . 不 过 , 最 初 担任 教学 工作 时 , 我 


直 教 这 门 课 , 所 以 始终 关 


心 这 个 问题 . 辛 钦 这 本 书 从 1953 年 起 一 直 陪 伴 着 我 . 这 


虽然 时 过 40 年 , 但 仍 感到 它 极 有 价值 . 王 会 林 懂 俄 文 ， 


次 , 我 又 把 它 找 了 出 来 . 


于 是 我 们 决定 一 同 把 它 翻 译 


出 来 . 这 本 书 的 出 版 , 一 方面 是 希望 对 当前 的 教学 有 所 助 益 , 另 一 方面 也 是 对 这 位 


数 十 年 默默 奉献 精力 于 斯 的 普通 教师 的 纪念 . 作为 


进 自 己 的 工作 , 逐渐 形成 一 些 看 法 , 以 期 有 利于 青年 学 4 


段 时 间 常 谈 的 一 些 问 题记 录 于 此 . 
数学 分 析 的 “主要 矛盾 ”是 什么 ? 是 “e-p"， MCR 


普通 的 教师 , 总 要 不 断 地 改 


所 以 借 此 机 会 , 把 我 们 这 


提 是 最 稼 听 到 的 答复 . 数学 分 


这 决 不 是 在 习题 中 增加 一 些 


析 是 高 等 数学 的 入 门 , 它 的 产生 就 是 为 适应 通过 数学 工具 描述 自然 和 社会 现象 的 需 
要 . 因此 , 真正 要 注意 的 是 , 为 何 应 用 微 积 分 来 说 明 自 然 和 社会 现象 (当前 对 经 济 
现象 的 数学 研究 是 十 分 引 人 注 目的 ), 寻找 其 客观 规律 . 
“应 用 问题 ”就 能 奏效 的 , 因为 这 些 应 用 问题 , 例如 计算 


EE 心 、 体 积 、 面 积 等 , 都 是 


完全 程式 化 了 的 材料 . 这 是 改进 数学 分 析 教 学 最 大 的 


Eš 


i 


yl, 


,很 需要 通盘 考虑 教师 培 


训 、 教 材 编写 、 建 立新 的 教学 环节 (如 建 模 ), 以 及 所 有 数学 、 物 理 (还 有 计算 机 科 


学 ) 课程 的 教学 , 这 里 不 再 细 说 . 


至 于 e-6, 这 确实 是 一 只 拦路 虎 . 学 微 积分 ( 即 数学 分 析 ) 的 学 生 大 概 有 两 种 . 
一 种 只 需要 大 体 懂 得 其 基本 的 内 容 , 学 会 一 些 运 算 技 能 , 能 解决 一 些 比较 容易 的 典 
型 问题 , 学 习 其 他 课程 时 不 至 于 看 见 微 积分 公式 就 不 知 所 措 就 行 了 . 另 一 种 或 者 是 


未 来 的 专业 数学 工作 者 , 或 者 他 所 从 事 的 专业 会 用 到 越 来 越 多 的 , 甚至 很 新 的 数学 


知识 , 这 些 知识 又 不 可 能 都 在 大 学 里 学 到 , 而 且 将 来 他 甚至 需要 能 够 用 数学 的 方法 


自己 解决 一 些 问题 . 随 着 科学 的 发 展 , 后 一 类 学 生 和 专业 只 会 越 来 越 多 . 当前 经 济 
学 的 发 展 对 数学 的 要 求 就 是 一 个 有 力 的 例证 . 讲 =-5, 我 们 认为 是 对 后 一 类 学 生 ( 包 
括 学 经 济 的 学 生 ) 的 要 求 , 有 一 种 做 法 是 把 这 门 课 分 成 初等 微 积分 和 高 等 微 积分 ， 


174. 译 后 记 
前 者 适应 前 一 部 分 学 生 , 后 者 适应 后 一 部 分 学 生 . 这 是 美国 人 通常 的 做 法 . 但 是 这 


W Wr H RES, 因此 对 后 一 部 分 人 实在 是 浪费 了 不 少 精力 . 不 少 人 主张 这 样 分 划 


国 , 把 两 部 分 合成 一 门 数学 分 析 固 


是 因为 感到 数学 分 析 太 难 , 学 生 不 易 掌 握 . 在 我 
然 是 20 世纪 50 年 代 以 后 的 事 , 但 这 3 


产物 , 欧洲 大 陆 多 少 人 
的 实践 看 , 以 我 国 高 校 教师 的 能 
可 接受 性 应 该 不 是 太 大 的 问题 
真 1 


= 


E 的 问题 在 于 , 少数 教师 对 e-5 过 分 苛 
头 微 积分 ", 教 了 一 年 半 载 还 在 基本 概念 里 转 ， 教 用 


不 是 前 苏联 所 独 有 的 “计划 经 济 的 次 端 ”的 
FE 来 都 是 这 样 的 . 从 20 世纪 50 年 代 和 60 年 代 的 20 年 左右 
, 特别 是 针对 能 够 进入 这 一 类 专业 


的 高 中 生来 看 ， 


求 , 使 数学 分 析 成 了 有 人 戏说 的 “大 


i 生怕 学 生 不 懂 , 学 生 又 学 得 总 


不 对 劲 . 其 实 e-6 是 一 种 非常 简洁 准确 


的 语言 , 是 每 


个 需要 较 多 数学 知识 的 学 4 


( 即 上 述 第 二 种 学 生 ) 所 必 不 可 少 的 
望 一 年 级 大 学 生 就 能 学 会 ) 决 不 等 
病 大 概 在 此 . 我 还 


曾 请 


讯 》1987 年 第 一 期 (44 页 ) 上 . 对 于 
种 说 法 , 而 且 要 求 把 适合 每 一 种 说 法 的 函数 者 


大 学 生 行 不 行 ? 这 个 材料 在 数学 中 确 有 用 处 ， 


. 可 是 , 学 会 一 种 语言 (这 是 


要 成 为 一 


个 过 程 , 不 能 希 


Hë fr 
位 “语言 学 家 ”.“ 大 头 微 积分 ”的 毛 


王 会 林 从 苏联 杂志 《数学 科学 的 成 就 》 上 译 了 一 篇 “在 国立 
拉脱维亚 大 学 数学 、 物 理 系 进行 的 一 场 大 学 生 数 学 竞赛 ”的 文章 , 发 表 在 《数学 通 
函数 的 一 致 连续 性 定义 这 个 e-6 


Hi 


命题 变换 了 23 
b 找 出 来 . 读者 不 妨 看 一 下 , 这 样 要 求 
我 曾 选用 其 中 少数 与 同学 们 讨论 , 同 


` 


学 们 都 感到 得 益 不 少 . 可 是 这 还 不 是 问题 真正 所 在 : e-6 既然 是 一 种 语言 , 重要 的 


是 它 表 述 的 究竟 是 什么 , 为 什么 又 一 定 要 这 相 
会 大 有 收 者 


例如 我 们 通 第 都 说 定 积 分 是 和 的 极 


表述 . 这 一 点 , 读 一 下 辛 钦 这 本 书 定 
限 , 这 本 书 就 告诉 了 我 们 为 什么 要 


说 是 上 和 的 下 确 界 、 下 和 的 Ld 
一 定 要 讲 到 称 尔 新 - 沙 图 诺 夫 


中 入 
k SJ 


有 界 ， 而 不 说 是 极限 . 
斯 基 的 极限 理论 , J) 


其 实 这 是 很 深刻 的 问题 . 如 果 
了 就 要 求 更 高 了 . 穆 尔 (E. H. 


Moore) 和 史密斯 (D. E. Smith) 都 是 美国 数学 家 , 前 者 是 后 者 的 老师 . 沙 图 
基 (C. O. Illarynopcxuñ) 则 是 乌克兰 数学 家 , nj: 


hy 


诺 夫 斯 
江西 方 人 一 般 不 知道 他 .他们 的 


ta 
rB 


理论 现在 


你 为 网 的 理论 , 在 点 集 拓 扑 学 书 上 常 有 


介绍 .而 在 数学 分 析 教 材 里 , 可 


以 参看 非 赫 金 哥 尔 次 《 微 积分 学 教程 (第 三 卷 


)》( 高 等 教育 出 版 社 , 2006) 的 “附录 : 
(Henri Cartan, 布尔 巴 基 学 派 的 领袖 


H í| 


极限 的 一 般 观点 ”. 1937 年 , ZE N 202 2 ya > 
人 物 之 一 ) 又 把 它 发 展 为 “ 滤 子 ”理论 , 这 是 


由 得 注意 的 . 本 书 


的 一 些 问 题 , 例 


Ll 


E 


如 第 二 讲 第 一 节 末 怀疑 自 变量 
分 学 一 讲 尽量 避免 说 积分 就 是 “积分 和 


也 有 一 些 数学 分 析 教 材 [例如 B. A. 卓 里 奇 的 


“z 的 极限 等 于 a" 这 句 话 究竟 有 没有 意义 ; 又 如 
的 极限 ”, 都 可 以 由 此 得 到 很 好 的 解释 . 现在 


口 
Và: 


《数学 分 析 (第 


卷 )》( 高 等 教育 出 版 


社 , 2006)] 就 作 了 很 好 的 介绍 . 但 这 对 一 般 大 
甚至 对 于 大 学 生 们 , 就 选择 一 个 积分 和 系列 、 


学 生 而 言 就 是 


定义 其 极限 为 


语言 学 家 ”的 要 求 了 . 


积分 也 无 不 可 (至 少 


£ 


人 


` 


对 于 连续 函数 的 积分 ). 但 作为 一 名 教师 


了 这 本 书 定然 有 悦 然 大 悟 的 感觉 . 特别 


日 和 


2 5 


懂得 这 一 点 确 是 必要 的 . 相信 不 少 读者 读 
一 讲 讲 实数 理论 等 是 十 分 


ME 双人 


HAZ 


的 . 读 了 


译 后 记 .175. 


这 本 书 , 读者 会 感到 辛 钦 确实 是 一 位 了 不 起 的 教师 . 他 写 的 《数学 分 析 简 明教 程 》 
在 20 世纪 50 年 代 末 、60 年 代 初 在 我 国 风 行 一 时 . 依 我 拙 见 , 比 他 写 得 更 好 的 教材 
至 今 还 是 凤毛麟角 . 教师 自己 能 “ 悦 然 大 悟 ”, 又 能 理解 自己 的 学 生 , 处 处 有 分 寸 感 ， 
这 样 的 教学 定 会 是 成 功 的 . 
近年 来 常 谈 一 个 问题 , 即 数 学 课程 的 现代 化 . 有 不 少 同志 主 张 讲 一 点 外 微分 ， 
有 一 些 同志 主张 加 上 一 点 样 条 函数 , 等 等 . 我 的 看 法 是 顺 其 自然 , 不 求 一 律 为 好 . 本 
来 , 不 同 的 学 校 , 不 同 的 教师 , 对 同一 门 课 就 会 有 不 同 的 讲法 , 这 也 是 古今 中 外 概 莫 
能 免 的 事 . 我 曾 分 析 了 一 些 著 名 的 教材 .例如 英国 人 哈代 的 《 纯 数 学 教程 》( 人 民 
邮电 出 版 社 , 2009), 如 果 联 系 Titchmarsh( 也 是 英国 人 ) 的 《函数 论 》, 二 者 何其 相 
近 ? 而 Goursat( 法 国人 ) 的 《分 析 教 程 》 与 Courant( 德 国人 ) 的 《 微 积 分 和 数学 分 
析 引 论 》( 科 学 出 版 社 , 2005), 谁 也 看 得 出 来 在 风格 上 是 大 相 径 庭 的 . 但 是 所 有 这 些 
书 , 在 基本 内 容 上 均 无 二 致 . 因此 , 如 果 一 位 教师 自己 喜欢 几何 , 或 者 自己 的 研究 工 
作 常 用 外 微分 , 教 教学 生 , 如 有 一 定 分 寸 , 自然 无 可 厚 非 . 其 他 教师 各 有 自己 的 绝招 ， 
怎么 可 能 划一 ? 重要 的 是 , 一 要 注意 到 科学 发 展 的 总 趋势 . 当前 十 分 清楚 的 是 , 数 
学 与 物理 、 工 程 、 社 会 科学 的 一 些 部 门 , 特别 是 经 济 学 、 计 算 机 科学 的 接近 . 这 一 
点 前 面 说 过 , 此 处 不 再 谈 . 二 要 考虑 是 不 是 忽略 了 最 基本 的 东西 的 变化 . 基本 的 东 
西 是 比较 稳定 的 , 因此 是 教学 中 要 大 为 着 力 之 处 . 可 是 , 就 连 最 基本 的 东西 也 会 有 
些 变 化 . 举 一 个 例子 , 本 书 关 于 海 涅 - 博 雷 尔 引 理 的 叙述 是 有 毛病 的 ( 见 13 页 ). 海 
涅 - 博 雷 尔 引 理 实际 上 是 紧 性 的 定义 , 如 作者 所 说 , 紧 性 是 “时 代 稍 晚 些 才 产 生 的 ”. 
本 书 中 涉及 紧 性 之 处 , 总 使 人 感到 作者 未 能 运用 自如 , 与 其 他 章节 之 如 行云流水 有 
些 不 同 . 辛 钦 是 20 世纪 的 大 数学 家 , 他 从 30 年 代 起 就 有 大 贡献 于 概率 论 等 方面 ， 
而 紧 性 虽 是 拓扑 学 中 的 根本 问题 , 与 辛 钦 所 专长 的 领域 却 有 些 距 离 . 如 果 说 数学 的 
发 展 其 至 使 辛 钦 这 样 的 大 人 物 尚 有 难于 运用 自如 之 处 , 对 于 我 们 这 样 的 普通 人 则 更 
是 如 此 . 所 以 , 要 想 做 一 名 好 教师 , 就 要 不 断 充实 自己 . 这 一 点 也 只 能 顺 其 自然 , 尽 
到 努力 而 已 . 
译文 加 了 一 些 注解 , 一 是 改正 一 些 错 误 , 二 是 对 某 些 应 注意 的 问题 作 些 说 明 , 希 
望 能 与 作者 写作 此 书 的 宗旨 一 致 . 
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BOCEMP JIEKHHH HO MATEMATIHUECKOMY AHAJIM3y 
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MOCKBA-JIEHIHHFPAT: OTH3. FTOCYJIAPCTBEHHOE 
3JTATEJTPECTBO TEXHHKO-TEOPETHUECKOH JIUTEPATYPDI, 1948 
根据 苏联 国立 技术 理论 书籍 出 版 社 1948 年 第 三 版 译 出 
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短 短 八 讲 ， 不 仅 让 你 了 解数 学 分 析 的 概貌 ， 更 让 你 领会 数学 分 析 的 精髓 。 这 本 由 
著名 苏联 数学 家 和 数学 教育 家 辛 钦 潜心 编著 的 经 典 教材 ， 思 路 清晰 ， 引 人 入 胜 ， 
全 面 梳理 了 数学 分 析 的 主要 内 容 ， 涉 及 连续 统 、 极 限 、 函 数 、 级 数 、 导 数 、 积 


本 书 原 是 作者 在 国立 莫斯科 大 学 为 工程 师 授 课 的 教案 。 书 中 选材 独到 ,叙述 深入 
浅 出 ， 即 使 是 只 学 过 最 简单 的 数学 分 析 课 程 的 人 也 能 容易 地 阅读 和 理解 。 而 以 此 
为 基础 ， 你 可 以 更 好 地 学 习 数学 分 析 相 关 主 题 更 为 深入 的 内 容 。 无 论 你 古 工程 
师 、 经 济 学 者 、 数 学 教师 ， 还 是 学 习 数 学 分 析 课程 的 大 学 生 〈 包括 非 数学 专业 的 
大 学 生 ) ， 阅 读本 书 都 能 获 益 菲 浅 。 
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尖 未 书 根据 苏联 国立 技术 理论 书籍 出 版 社 1948 年 
订 改 正 了 一 些 错 误 ， 新 增加 了 一 些 注 解 。 


出 ， 本 次 修 


A. 3. 30K (A. 3. Xunuun, 1894-1959) ， 苏 联 数学 家 、 数 学 教育 家 ， 现代 概 
率 论 的 莫 基 人 之 一 ， 葛 斯 科 概 率 学 派 的 开创 者 。1939 年 当选 为 苏联 科学 院 通讯 院 
士 ，1944 年 当选 为 俄罗斯 教育 科学 院 院士 。 共 发 表 了 一 百 五 十 多 种 数学 及 数学 史 
论著 ， 在 函数 的 度量 理论 、 数 论 、 概 率 论 、 信 息 论 等 方面 都 有 重要 的 研究 成 果 。 
在 数学 中 以 他 的 名 字 命 名 的 有 : 辛 钦定 理 、 辛 钦 不 等 式 、 辛 钦 积 分 、 辛 钦 条 件 、 
鞋 钦 可 积 图 数 、 注 钦 转 换 原 理 、 辛 钦 单 峰 性 准则 等 。 著 有 《数学 分 析 简 明教 
程 》、《 数 学 分 析 八 讲 》、《 数 论 的 三 颗 明 珠 》、《 连 分 数 》、《 概 率 论 浅说 》 
( 合 著 ) 、《 公 用 事业 理论 的 数学 方法 》 等 。 
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如 果 您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 访问 图 灵 社 区 www.ituring.com.cn ， 联 系 负责 编辑 
或 作 译 者 ， 参 与 本 书 讨论 。 


如 果 是 有 关 电 子 书 的 建议 或 问题 ， 请 联系 专用 客服 邮箱 : 
ebook@turingbook.com。 
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